А. Киселев». 
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ЭЛЕМЕНТАРНАЯ 


ГЕОМЕТРЕЯ 


ДЛЯ СРЕДЕИХЪ УЧЕБНЫХЪ ЗАВЕДЕНИЙ. 


Съ приложеюемъ большого количества упражнеы!й и статьи: Глав- 
нзйиие методы рёшев1я геометрических?з задачъ на поотроен1е, 


Изданле двадиать третье. 


Допущена Уч. Ком. М. Н. Пр. въ качеств руководства для соепнихъ 
учебныхь заведен, мужскихъ и женскихъ („Журн. М. Н.П * 1913, апрЪль), 
рекомендована Учебн. Ком. при Св. СинодЬ для употребленя въ духов- 
ныхъ семинаряхъ въ качествЪ учебнаго пособя („Церк. ВЪд.“, 1893, № 32); 
одобрена Деп. Торг. и Мануф. для коммерческихъ училищъ въ качествЪ 
пособ1я (извфщен!е отъ 30 мая 1898 г., № 14128). Рекомендована, какъ 
руководство для кадетскихъ корпусовъ. 
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Изъ предиелов!я къ первому издан!ю. 
(1892 г.). 


ГлавнЪйция особенности предлагаемаго руководства геометрии ©0- 
стоять въ елфдующемъ. | 

1. Вь большинств® нашихь учебниковъ геометр!и понят!е о длин 
окружности и вообще о кривой лини принимается за элементарное, 
не требующее никакихъ оговорокъ и разъяснений, и выводъ, что длина 
окружноети есть предфлъ периметровъ правильныхь вписанныхь и 
описанныхь многоугольниковъ, основывается на скрытомъ допущения 
или на не строго доказываемой теорем, что объемлющля лин 
длинн%е объемлемой. Въ предлагаемомъ руководетв$, въ соглаеи 
со многими авторитетами учебно-малематичеекой литературы, про- 
ведено иное воззрЗн1е, которымъ признается, что понят!е о длинЪ 
элементарно только въ примнени къ прямой; но когда р%№чь идетъ 
о сравнени конечной кривой съ прямолинейнымь отр$зкомъ, тогда 
(велЪдств!е несовмВстимости элементовъ кривой съ элементами пря- 
мой) понят{е о длин становится сложнымъ и требуетъ опредЪлен1я *). 
Сообразно этому взгляду мы не доказываемъ, а принимаемъ за опре- 
дфлен{е, что длиною конечной кривой называется предёлъ периметра 
впибанной ломаной ливи, когда стороны ея стремятся къ нулю. Ко- 
нечно, въ среднихь классахь учебныхь заведений было бы затрудни- 
тельно вполн% обосновать это опред$леше, т.-е. доказать, что такой 
предфлъ существуеть и что онъ не зависить оть закона вписываня 
ломаной лини; но въ педагогическомь отношенши, какъ намъ ка- 
жется, нёкоторые пробфлы въ доказательствВ не скрываемые, впро- 
чемъ, оть учащихся) не имфють такого вреднаго значення, какъ 
неопредфленность, неясность и сбивчивость въ роняпяхь, & ТЁМЪ 
болЪе въ основныхъ. При повтореши геометр!и въ старшемъ классЪ 
(озобенно въ реальныхъ училищахъ, гдв въ седьмомъ класс пола- 


*) Огсылаемъ 1 нтересующгихся этимъ вопрэсомЪ къ стать М. По- 
пруженко «О длин», помЪъшенаой вь «В БетникВ опытно! физики 
и елементарной математик» (1591 г. №1 122 и 1:8). 


— ШУ — 


гается обстоятельно пройти етатью о предфлахъ) ученики не затруд- 
нятся усвоить и необходимое обосноване указаннаго опредлен!я 
(оно помфщено нами въ мелкомъ шрифт%). 

Замтимъ еще по тому же вопросу о длинЪ, что, придерживаясь 
«Началъ Эвклида» и лучшихь современныхь иностранныхь учебни- 
ковъ, мы не приписываемъ прямой лини, какъ акс! ому, 
свойства быть короче всякой другой лини, проведенной между кэн- 
цами прямой, а доказываемъ эту истину въ тЪхь мЪстахь курса, гдЪ 
ВЪ этомъ является надобность и возможность, сначала въ примфнен!и 
къ ломаной, а потомъ и къ кривой. И дЪйствительно, разъ мы стали 
на ту точку зр$н!я, что длина кривой есть понят!е сложное, раз- 
рЪшающееся. только при посредетвЪ другого еложнаго понятя— 
о предёл$, становится совершенно невозможнымь принимать за оче- 
видную истину такое предложене, однимь изъ терминовъ котораго 
служить это вдвойн$ сложное поняте. Съ другой стороны, и н%ть 
логической необходимости вь предварительномьъ призна- 
ни принципа Архимеда, такъ какъ онъ вполнЪ строго доказывается- 
на ряду съ другими теоремами. 

2. Въ соглаейи съ изложеннымъ взглядомъ на длину кривой лиши, 
мы полагаемъ также, что кривыя поверхности, велЪдетв!е несовм*- 
стимости ихъ элементовъ съ элементами плоскости, не могутъ быть 
непосредственно сравниваемы съ плоскими поверхностями; поэтому 
мы не доказываемъ, что поверхность круглаго тфла есть предЗлъь 
нфкоторой плоской поверхности, а принимаемъ это предложене за 
опред % лен! е. 

‚ ЗамЪтимъ, что аналогичный вопросъ по отношен1ю къ площадямъ 
криволинейныхъ фигуръ или по отношен!ю къ объемамь, ограничен- 
нымъ кривыми поверхностями, разр$ шается совеёмъ иначе. Въ са- 
момъ ДЪЛЪ, мы совершенно ясно представляемъ себЪ, что площадь 
круга больше площади вписаннаго многоугольника, какъ ц$лое 
болыше своей части, и меньше площади описаннаго многоугольника, 
какъ часть меньше цзлаго; и далЪе, что при неограниченномъ удвоени 
числа сторонъ вписаннаго и описаннаго многоугольниковъ разность 
между ихъ площадями стремится къ нулю; поэтому предложене: 
«площадь круга есть общий пред5ль площадей правильныхь вписан- 
ныхь и описанныхъ. многоугольниковъ» должно быть разематриваемо 
не какъ опред$лен!е, а какъ теорема, подлежащая доказательстзу. 
То же самое можно сказать объ объем ‘цилиндра, конуса и нара. 
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‘8. Какъ извфетно, въ алгебрф существуютъ статьи, которыя не 
могутъ быть стр ого обоенованы въ элементарномъ куреЪ, но безъ 
которыхь этотъь куреъ не обходится (напр., дЪзйетв1я надъ несоизм- 
римыми числами). Въ элементарной геометрии къ такого рода статьямъ 
относится способъ пред ловЪъ. Для строгаго доказатель-. 
ства-этого способа потребовалось бы ввеети въ курсъ геометр!и теор!ю 
предБловъ: почти въ такомъ разм рЪ, въ какомъ эта статья проходитея 
въ седьмомъ классЪ реальныхь училищь. Чтобы научно обосновать, 
напримЪръ, нахождене предЗла формулы объема усБченной пирамиды 


\/=1АН(В--Ь--И ВЬ)], ел$довало бы предварительно установить 
теоремы о пред$лБ суммы, произведеня и корня, & для этого, въ 
свою очередь, пришлось бы ввести н$которыя теоремы о безконечно- 
малыхь величинахь. Само собою разумЗется, что въ такомъ видЪ 
статья о предЗлахь не можетъ быть пройдена въ среднихъ классахъ 
нашихьъ учебныхь заведен. Съ другой стороны, обойтись сове$мъ 
безь способа предБловь въ элементарной геометр!и невозможно. 
По необходимости здБеь приходится поступиться строгостью изло- 
женя въ пользу его краткости и доступности. Поэтому мы сочли за 
лучшее, доказавъ’ двЪ извфетныя теоремы о предфлахь, указать 
зат$мъ безъ доказательства основной принципь епоеоба предЗловъ, 
состоящий въ томъ, что равенетво, в$рное при всевозможныхь значе- 
няхь перемнныхь, остается вЗрнымь и тогда, когда вм$ото пере- 
мЪнныхь подставимь ихъ предЗлы. 


4. Въ большинетв$ русскихь озигинальныхь учебниковъ геометр1и 
теоремы о равэнётв несоизмВимыхъ отношен!й доказываются отъ 
протявнаго. Мы предпочля другой путь. Прежде чфмь доказывать 
равенство, необходимо точно установить, что разумЪФется подъ этимь 
терминомъ. Если же поставимъ вопросъ, что таков равенетво не- 
соизм$римыхъ отношенйй, то наиболе простой отвЪтъ на него будеть 
слвдующий: несоизмфримыя отношен1я считаются равными, если 
равны ихъ приближенныя значеня, вычисленныя г» произволеною, 
но одинаковою ‘точностью. Принявъ это предложение 8 опред лен! 
равенства, мы не нуждаемся боле ‘въ косвенномъ и Тжечомь до- 
казательств$ оть противнаго; его всегда можно замфнить ^ нрямымъ 
доказательетвомъ, и боле простымъ, и боле ябнымъ. 

5. НЪкоторыя статьи изложены въ предлагаемомь руководств; 
какъ кажется, проще, ч5мь въ распространенныхь нашяхъ учебни- 
кахъ. Таковы, напр., статьи: о параллельныхь прямыхъ, объ отно- 
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сительномъ положени окружностей, о пропорщональныхь лин!яхЪ, 
о правильныхь многоугольникахь, о нахождени объема всякаго 
параллелепипеда, о подоби многоугольниковъ и нфкоторыя дру гал. 
Сравнительная проетота, достигается нфкоторымъ изм8неншемъ въ рас- 
предзлен!и матер!ала, а иногда упрощенемъ нриемовъ доказательства. 
Книга снабжена значительнымь количествомъ упражнений, состоя- 
щихь частно изъ нЪкоторыхъ, не вошедшихъ въ текстт, но пред- 
ставляющихь интересъ теоремъ, а главнымъ образомъ изъ задачь на 
построен!е и вычислен!е. Въ конц8 планиметрии мы помфетили *) нф- 
которыя задачи на вычиелен1е изъ «Сборника геометр и- 
ческихъ задачъ для повторительнаго курса 
планиметр!1и› г. М. Попруженко. Эти задачи обладаютъ 
прежде веего тзмь достоинствомъ, что онБ содеркатъ много чието 
геометрическаго  матерала, а не представляютъь собою 
только ариометическихь или алгебраическихь упражнений съ гео- 
метрическими данными. Въ конц курса, въ видБ дополненя, мы 
сочли не лишнимъ приложить небольшую статью 0 методахъь 
‚рф шентя геометрическихъзадаячъ на построе 
н1е съ:р м$рами задачъ, ршаемыхъ этими методами. Существую- 
пе у нась сборники подобнаго рода, устрашзя учамцихся своимъ 
объемомъ, употребляются ими лишь въ р$дкихъ случаяхъ. Мы изло- 
жили въ самомъ сжатомъ вид только главнфИие методы и помЪтали 
наиболЪе типичныя задачи. 

Слфдуя учебнымъ планамъ гимназ!й и реальныхъ училищь, мы по- 
мЪщаемь основныя задачи на построене и вычиелен!е въ самомъ 
текстЪ книги непосредственно послз тзхь теоремъ, на которыхъ 
основано ихъ рфшене. Въ сокращенномъ видз мы указываемъ также 
сущность приложен1я алгебры къ геометр1и и построен!е простЗй- 
шихъ алгебраическихь формулъ. 

Считаемъ не лишнимъ сдфлать слБдующее замфчан!е. Съ точки 
` зрЪнЁя строгой теори къ задачамъ на построене возможно приету- 
пить только тогда, когда ученики усвоили основныя предложен!я объ 
окружности. Но съ педагогической точки зрфн!я это едва ли было бы 
удобно: отодвинуть практичеемя упражненя такъ далеко оть начала 
куреа значило бы сдфлаль начало геометрии, и безъ того трудное 
для начинающихъ, еще болфе сухимъ и тяжелымъ. Мы поступились 


- 


*) Съ еоглас1я соотавителя. 


— УП — 


строгостью въ пользу практическаго интереса и поместили основныя 
задачи на Цостроене тотчасъ посл раземотрЗня свойствъ треуголь- 
НИКОВЪ. | 

Книга напечатана двумя шрифтами; въ обыкновенномъ изложено 
все то, чТо должно быть пройдено въ-ереднихь классахь, въ мел- 
комъ-—то, что желательно дополнить при повторен!и геометр1и въ 
старшемъ класс. 


Предислове къ 21-му издан!ю. 
(1912 г.). 


оенааярснаваниь 


21-е издане «Элементарной геометр!и» значительно переработано 
сравнительно съ издан1ями предыдущими. 

Главнёйпия измфкен1я сл$дующя (перечисляемъ ихъ въ порядкЪ 
слфдован1я параграфовъ). 

1°. Въ начал главы «Параллельныя прямыя», раньше опредз- 
леня такихь прямыхь, поставлена вспомогательная лемма ($ 73) 
о взаимной связи извЗетныхъ 5-и соотношен! между углами, обра- 
зующимися при пересВчен1и. двухь прямыхь третьею. Предвари- 
тельное установлен1е этой связи, не представляя собой большой 
трудности для учащагося, значительно облегчаеть усвоен!е даль- 
нфйшей теор1и параллельныхъ прямыхь. Изложене самой этой теор1и 
тоже отличается теперь отъ прежняго. Такъ, ранфе опредБлен1я 
параллелизма мы показываемъ ($ 74) возможность сущэствован1я 
такихъ прямыхъ, которыя не пересВкаются, сколько бы мы ихъ 
ни продолжали; зат$мъ мы еначала указываемь признаки 
пораллельности прямыхьъ ($ 76), а уже потомь излагаемъ, въ видз 
обратной теоремы (5 81), свойства параллельныхь прямыхъ, 
а не наоборотъ, какъ это дЗлалось въ предыдущихь издан1яхъ. Иначе, 
ч$мъ прежде (боле общимъ способомъ) доказывается теорема ($ 77), 
что «черезь всякую точку, лежацую внз прямой, можно провести 
параллельную этой прямой»; излагаемый теперь пр!емъ доказатель- 
ства Даеть больше возможности выяенить ($ 78) логическую потреб- 
‚ность въ извфетномъ постулатё параллельныхь прямыхь (8 79). 
Признаки непараллельности прямыхь ($ 83) изложены теперь нз- 
сколько подробнфе, чБмъ прежде. 
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Въ конц% главы о параллельныхь прямыхъ мы помфетили теперь 
(мелкимъь шрифтомъ) добавлен1е, могущее, какъ намъ кажется, за 
интересовать многихь любознательныхь учениковъ: «О постулат$ 
нараллельныхь лин»; въ этомъ добавлеши мы даемъ понят! о 
важной роли этого постулата, а также ‘и .о- «не-Овклидовыхь» гео- 
метраяхъ. 

25°. Въ глав «Параллелограммы и трапеци» мы теперь излагазмъ 
и тЪ теоремы, доказательство которыхь въ предыдущихъ изданяхь 
предоставлялось самимъ учащимся; таковы, напр., обратныя теоремы: 
«всяый четыреугольникъ, котораго ‘лагонали дфлятея пополамъ, 
есть параллелограммъ» ($ 101), «всяй параллелограммъ, у котораго 
д1агонали равны, ееть прямоугольникъ» (3 105), и т. п. 

3° Въ главЪ «Свойства касательной» болфе подробно и система- 
тично; чмъ прежде, разсматривается относительное положене пря- 
мой и окружности ($ 135), вол$детве чего дальнЪйшее изложенте 
свойствъ касательной упрощается. Въ той же глав теперь мы по- 
дробно излагаемъ ($ 142) доказательство (которое прежде предо- 
ставлялось самимъ ученикамь) правильности рфшен1я задачи о про- 
веден!и касательныхъ, общихъ двумъ даннымъ окружностямъ. 

4°. Въ глав «Изм$рене величинъ» н$феколько упрощено ($ 156) 
доказательство теоремы © несоизм5римости основаня и боковой 
етороны равнобедреннаго треугольника, у котораго уголъ при оено- 
вани равенъ 2/54, а также добавлена (мелкимь шрифтомъ, $ 157) 
классическая теорема о несоизмримости дагонали квадрата съ его 
стороной. 

5°. Вь книг ПТ подобе треугольниковъ отдфлено оть подоб1я 
многоугольниковъ боле, чВмъ это дЪлаловь прежде, причемъ, ране 
опредфленй подобя т$хь и другихь, предварительно устанавли- 
вается (въ леммахь $ 196 и 205), возможность существован1я тфхъ 
фигуръ, о которыхъ будетъ затЪмъ говориться въ опредвленяхъ. 

6°. Сущеетвенному изм%ненто подверглось доказательство теоремы 
Птоломея. Въ прежнихь издашяхь эта теорема ($ 215 прежнихь 
издан!й) излагалась мелкимъ шрифтомъ, какъ слЪдетве изъ формулъ, 
найденныхь раньше, путемъ довольно сложныхъ вычислен1й, для 
д1агоналей вписаннаго четыреугольника; теперь мы даемъ классиче- 
ское доказательство (3 242) этой весьма важной теоремы и излагаемъ 
ве обыкновеннымъь шрифтомъ. Вычиелеше же д1агоналей вписаннаго 
четыреугольника (оставляя его въ мелкомъ шрифт$) мы основы- 
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ваемъ на теорем Птоломея и на другой, добавленной теперь ($ 244), 
объ отношении д!агоналей такого четыреугольника. 

Н$которымъ изм$нен1ямъ (и дополненямъ) подверглись также тео- 
ремы о пропорц!юнальныхъ лин1яхь въ кругЪ (5$ 246, 247, 248, 249). 

°. Н$еколько измЪ$нено изложене опред$лен1я дли окруж- 
ности и ея частей ($ 286) и упрощено доказательство т роремь ($ 288), 
что «длина дуги больше стягивающей ее хорды, но меньше всякой 
ломаной линш, описанной около этой дуги и имБющей съ нею одни 
и т же концы». 

8°. Существенно перед$лано теперь изложен!е теоремы: «площадь 
прямоугольника равна произведен!ю его основаня на выеоту» ($ 305). 
Въ предыдущихь изданяхъ доказательство этой теоремы оеновы- 
валось на двухъ предварительныхъ леммахь объ отношен1и 
площадей прямоугольниковъ, причемъь приходилось перемно- 
жать между собою двЪ пропорщи, сокращая послфдующ членъ 
одной пропорщи въ предыдущимъ членомъ другой, т.-е. приходилось 
скрытымъ образомъ предполагать, что площади, предетавляющя 
собою эти члены, уже выражены числами. Теперь мы 
даемъ прямое, бол$е строгое и вмЪет$ съ тфмъ боле ясное, доказа- 
тельство этой теоремы и только, какь елЗдетве изъ нея, выводимъ. 
($ 306) заключеше объ отношени площадей двухъ прямоугольниковъ . 

9°. Въ начал главы «Площади многоугольниковъ» мы помЗетили 
замфчан!е (мелкимь шрифтомъ, $ 301), указывающее на важный 
вопросъ, возникаюпий относительно основныхь допущенй о пло- 
щадяхъ, а также дали наглядное поняте о томъ ($ 303), что слдуетъ. 
разум$ть подъ числомъ, изм5$5ряющимъ какую-нибудь 
данную площадь въ квадратныхъ единицахъ. 

10°. Въ н$которыхь случаяхъ, не ограничиваясь обычнымъ до- 
казательствомъ равновеликости фигуръ, мы дали дополнительное 
замфчане о возможности разложентя этихь фигуръ на соот- 
вЪтетвенно конгруентныя части (въ $ 309—0 превращен1и 
параллелограммовъ, въ $ 312—0 превращеши треугольника въ прямо- 
угольникъ и въ $ 315—0 превращен!и трапещи въ прямоугольникъ). 

11°. Для большей наглядности мы привели третье доказатель- 
ство теоремы Пивагора ($ 321), показывающее, какъ разложить сумму 
квадратовь, построенныхь на катетахъ, на такя чаети, изъ кото- 
рыхь, перем5щенемъ ихь, можно образовать квадратъ, построенный 
на гипотенузЪ. 
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19°. Въ стереометр!и, въ главЪ «Перпендикуляръ и наклонныя», 
ради большей систематичности, мы поместили теперь и ту теорему 
(изъ точки, взятой вн плоскости, можно опустить на эту 
плоскоеть перпендикуляръ), которая въ предыдущихь изданяхъ 
отрывалась отъ родственной ей теоремы (изъ точки, взятой на пло - 
скости, можно возетавить къ этой плоекоети перпендикуляръ), 
и доказывалась позже, въ конц главы о параллельныхь прямыхъ. 

13°. ИзвЪфетное предложене о трехъ перпендикулярахъ, которое 
прежде излагалось нами, какъ лемма ($ 321 прежнихь изданий), 
теперь поетавлено въ вид$ самостоятельной теоремы въ концф главы 
о перпендикуляр$ и наклонныхь ($ 359). 

14°. Изложен1е главы «Объемъ призмы и пирамиды» измЪнено 
теперь въ соотвЪтетвти еъ изм$ненемъ главы о площадяхъ; такъ, 
объемъ прямоугольнаго параллелепипеда находится непосредственно, 
а не на основан двухъ леммъ объ отношени объемовъ, какъ это 
дълалось прежде. 

Мы перечислили только главнфйшия изм$нешя, едфланныя Въ 
21-мъ издани. Есть много другихь болЪе мелкихь отлий, введен- 
ныхъ главнымъ образомъ съ цфлью достигнуть большей ясности 
изложен1я или большей точноети въ формулировк$ опред$лешй и 
теоремъ. 

Кром того, частью съ цёлью выполнить всё требованя офи- 
щальныхь программъ, а главнымъ образомъ съ цфлью удовлетворить 
любознательность учениковъ, мы ввели и нзкоторые новые параграфы 
и даже цзлыя главы; напр., о симметр1и фигуръ ($$ 33, 102, 109, 264), 
о постулат параллельныхь лиш! ($ 91—95), о признакахъ, не- 
обходимыхъ и достаточныхъ ($ 187), о фигурахъ, подобно раено- 
поженныхь (гомотемя 5$ 211-218), объ однородности уравнений, 
получаемыхь при рЪфшен!и геометрическихь задачъ ($ 342), о по- 
строен1!и корней квадратнаго уравненйя ($ 343), опредфлен1е проэкщи 
прямой на плоскость ($ 394) и н5которые друге. 


Предислов!е къ 22-му издан!ю. 


Приступая 5 22-му изданю, мы тщательно просмотрли изло- 
жене предыдущаго изданя съ цфлью устранить ве замченныя 
опечатки, а также и неточности, неясности или шероховатости слога. 
При этомъ, для большей полноты или для достижен1я большей яено- 
сти и большей строгости изложеня, пришлоеь едЗлать нзкоторыя 
небольшя изм$неня и добавлен!я (послфдн!я, главнымъ образомъ, 
въ мелкомъ шрифт). Укажемъ главнЪйния изъ нихъ. 

Къ 5 35 сдЪлана выноска, въ которой разъясняется, что конгруенщя 
на плоскости различается двухъ родовь: прямая и не-прямая. 

Въ $ 130 добавлены 2 елфдетвая, предетавляюция вобою предло- 
жения, обратныя теоремЪ 1° этого параграфа. Въ нихъ ветр$чается 
надобность при доказательств$ теоремы 2° (обратной) $ 138, введен- 
ной для обоснован1я содержащагося въ $ 258 поетроеня правильнаго 
опясаннаго многоугольника, стороны котораго параллельны сторо- 
намъ правильнаго вписаннаго многоугольника. 

Въ выноск® къ $ 224 указано иное отложение прямыхь а, в И с, 
къ которымъ отыскивается 4-ая пропорщональная. 

Равнымъ образомъ, въ выноскЪ къ $ 255, 3° указывается другой 
способъ построен1я 3-й пропорцональной. 

Въ концЪ того же $ 255 добавлена выноска, въ которой говорится 
о невозможности рфшен1я помощью циркуля и линейки задачи объ 
удвоен1и куба. 

Въ 8 301 добавлены два замфчаня (2° и 3°), въ которыхъ разъяс- 
няется, что равновеликость фигуръ можеть быть двоякаго рода: 
равновеликость «по разложению» и равновеликость «по дополнен!ю». 

Къ $ 433 добавлена выноска о томъ, что равновеликость двухъ 
пирамидъ, имфющихь равновеликя оенованя и равныя высоты, 
не можеть быть сведена ни на равновеликость «по разложению», 
ни на равновеликость «по дополнению». 

Изложене 5$ 299 и 300 («Оеновныя допущен1я о площадяхъ») теперь 
нЪеколько болфе систематизировано; то же самое ед$лано и относи- 
тельно изложеня соотвфтетвующихь $$ 422 и 423 объ объемахъ. 

ИзмЪнено изложене конца $ 429 съ цфлью подробнЪе, ч$мь было 
прежде, выяснить, что отр$зокъь КБ представляеть собою выеоту 
параллелепипеда. 

Весьма мног!е чертежи для 22-го издания передЗланы вновь съ 
иЪфлью ихъ улучшеня. 
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23-е издан1е существенно не отличается оть изданя 22-го; 
лишь въ немногихъ м$етахь нфеколько улучшено изложен1е (напр., 
о перпендикуляр$ и наклонныхъ, $ 59,1, 59, и 60), или сдБланы 
небольшия добавленя (напр., $ 160, ‚О пропорщи‘°). 
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ВВЕДЕНТЕ. 


ниче оаиоеннлю 


Математическия предложения. 


1. Во всякой математической наукЪ могутъ ветр$титься 
слздующия предложенля: 

Опред$лен1Я. Такъ называютъ предложен1я, въ которыхъ 
разъясняется, какой смыслъ придаютъ тому или другому вы- 
ражен1ю или названю. ‚Наприм., въ ариеметикЪ мы ветр3- 
чаемъь опредЪлен1я наименьшаго кратнаго, общаго наиболь- 
шаго дЖлителя. и т. п. 

Акс1омы. Такъ называютъ истины, которыя, вел детв!е 
своей очевидности, принимаются безь доказательства. Таковы, 
напр., предложен1я: 

Если дв величины равны порознь одной и той же третьей 
величин, то онф равны и между собою. | 

Если кь равнымъ величинамъ придадимъ поровну, или ОтЪ 
равныхъ величинъ отнимемъ поровну, то равенство не. нару- 
шится. 

Если къ неравнымъ величинамъ придадимъ поровну, или оть 
неравныхъ величинъ отнимемъ поровну, то смыслъ неравенства 
не измёнится, т.-е‹ большая величина останется большей. 

Теоремы. Такъ называются предложенля, которыхъ истин- 
ность обнаруживается только посл н%зкотораго разсужденя 
(доказательства). Прим$ромъ можеть служить ариеметическая 
истина: «если сумма цыфръ длится на 9, то число’ дВлится 
на 9». | 

Сл дот Я. Такь называются предложен1я, которыя соста- 
вляютъ непосредственный выводъ изъ акс1ломы или теоремы. 
Напр., изъ теоремы: «въ пропорции произведен1е крайнихъ 
членовъ равно произведен!ю среднихъ», выводится сл$детв!е: 
«край Й членъ пропорщи равенъ произведен1ю среднихъ ‘чле- 
новъ, дВленному на другой крайн1й». 
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2. Составъ теоремы. Во всякой теорем можно раз- 
личить дв$ части: услов{е и заключеше. Услов1е выражаетъ 
то, что предполагается даннымъ; заключен1е— то, что 
требуется доказать. Напр., въ теорем%: «если сумма цыфръ дз- 
лится на 9, то число дЪлится на 9», условемъ служить первая 
часть теоремы: «если сумма цыфръ д$лится на 9», а заклю- 
чен1емъ— вторая часть: «то число д®лится на 9»; другими 
словами, намъ дано, что сумма цыфръ н%котораго числа д$- 
лится на 9, а требуется доказать, что въ въ такомъ случа и 
само число д$лится на 9. 

Услов!е и заключен1е теоремы могутъ иногда состоять изъ 
нзсколькихь отдФльныхь условный и заключен1й; напр., въ 
теорем: «сли число д%лится на 29 и на 3, то оно 
разд$лится на 6», услов1е состоитъ изъ двухъ частей: если число 
дфлится на 2 и если число длится на 3. 

Полезно замфтить, что всякую теорему можно подробно вы- 
разить словами такъ, что ея услове будетъь начинаться сло- 
вомъ «если», а заключен1е — словомъ «то». 

3. Обратная теорема. Теоремою, ‚ обратною данной 
теоремЪ, наз. такая, въ которой услов1емъ поставлено заклю- 
чен!е или часть заключен!я данной теоремы, а заключенемъ— 
услов1е или часть услов1я данной теоремы. Напр., слфдующя 
двз теоремы обратны другъ-другу: 


Если сумма цыфръ длится Если число дзлится на 9, 
на 9, 
то число д$лится на 9.. то сумма цыфръ д$лится 
| на 9. 


% 


‚Если одну изъ этихъ теоремъ назовемь прямою, то дру- 
гую сл$дуеть назвать обратною. 

Въ этомъ примВрЪ об теоремы, и прямая и обратная, ока- 
зываются вЪрными. Но такъ бываетъ не всегда. Напр., теорема: ° 
«если каждое слагаемое длится на одно и то же число, то и 
сумма раздЪлится на то же число» — вЪрна, но неврно 
обратное предложене: «если сумма дфлится на какое-нибудь 
чизло, то каждое слагаемое раздлится на него». 

4. Противоположная теорема. Теоремою, противо- 
положною данной теоремЪ, наз. такая, которой услов1е и за- 
ключен1е представляють отрицан1е условя и заключеня 
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данной теоремы. Напр., теоремЪ: «если сумма цыфръ д®лится 
на 9, то число дфлится на 9» соотвфтствуеть такая противопо- 
ложная: «если сумма цыфръ Не длится на 9, то число Н@ дЪ- 
лится на 9». 


И здЪсь должно замЪтить, что в$рность прямой теоремы 
еще не служить признакомъ вЪрности противоположной: напр., 
противоположное предложене: «если каждое слагаемое не д%- 
лится на одно и то же число, то и сумма не раздлится на это 
число»,— не вЪрно, тогда какъ прямое предложен!е вЪрно. 


5. Зависимость между теоремами: прямой, обратной 
и противоположной. Для лучшаго уяснен1я этой зависимости 
выразимъ теоремы сокрашенно такъ: 

19. Прямая теорема: если есть А, то есть и В. 

20. Обратная теорема: если есть В, то есть и А. 

5. Противоположная прямой: если нфть А, то 
нЪтъь и В. 

4%. Противоположная обратной: если н%№тъ В, 
то нЪтъ и А. 

Легко обнаружить, что предложен1я первое и четвертое обра-_ 
тимы одно въ другое, равно какъ второе и третье. ДЪйствительно, 
изъ предложен!я: «если есть А, то есть и В», непосредственно слЪдуетъ: 
«если нЪтъ В, то нЪть и А» (такъ какъ если бы А было, то, согласно 
первому предложен1ю, было бы и В); обратно, изъ предложен1я: «если 
нфтъ В, то нЪтъ и А», выводимъ: «если есть А, то есть и В»Ь(такъ какъ 
если бы В не было, то не было бы и А). Совершенно такъ же убЪдимся, 
что изъ второго предложен!я слфдуетъ третье, и наэборотъ. 

Поэтому, чтобы быть увфреннымъ въ вЪрности всЪхь четырехъ 
теоремъ, нЪть надобности доказывать каждую изъ нихъ отдфльно, 
а достаточно ограничиться доказательствомъ только двухъ: прямой 
и обратной или прямой и противоположной. 


Прямая линя, плоскость. Понят!е о геометр/и. 


6. Геометрическ!я фигуры. Всякая ограниченная 
часть пространства называется геометрическимъ т*- 
ломъЪ. .. 

Геометрическое т$ло можно подраздёлять на част и; 
каждая часть геометрическаго тЗла есть также геометрическое 
т%ло. | 

Граница геометрическаго т$ла, т.-е. то, ч$мъ оно отд$ляется 
оть остального пространства, наз. поверхностью. 
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Поверхность можно подраздлять на части ; всякая часть 
поверхности есть также поверхность. 
Граница поверхности называется линтей. ' 


Лин1ю можно также подраздВлять на части; каждая 
часть лин1и есть также лин1я. 
‘Граница лин1и называется точкой. 


Геометрическое тЪло, поверхность, лин!я и точка не суще- 
ствуетъ раздльно. Однако при помощи отвлечен1я, мы можемъ 
разсматривать поверхность независимо оть геометрическаго 
тЪла, лин!ю — независимо отъ поверхности и точку —неза- 
висимо оть лини. При этомъ поверхность мы должны пред- 
ставлять себЪ не имБющею толщины, лин1ю — не имющею 
ни толщины, ни’ ширины, и точку — не имющею ни длины, 
ни ширины, ни толщины. 


Всякая лиюпя содержить въ себЪ безчисленное множество 
точекъ. Принято говорить, что эти точки лежать на ли- 
ни, или что эта линня проходить черезъ эти точки. Ихъ 
можно разсматривать, какъ посл$довательныя положен1я одной 
и той же точки, движущейся вдоль этой лини. Поэтому можно 
сказать, что лин1я есть сл дъ движен1я точки. 
Если, напр., мы острее карандаша двитаемъ по бумаг%, то слЪдъ 
этого движен1я на бумаг есть приблизительно лин1я; прибли- 
зительно потому, что острее карандаша не представляетъ собою 
геометрической точки, вел детв1е чего проведенная на бумаг 
лин1я имЪетъь нзкоторую ширину (и даже толщину). Ч$мъ остр%е 
очиненъ карандашъ, тёмъ боле острее его приближается къ 
геометрической точкВ и тфмъ боле лин1я, проведенная этимъ 
карандашомъ, приближается къ геометрической лини. 


Подобно этому поверхность можно разематривать, какъ 
слздъ движен!1я линти, двигающейся въ простран- 
ствз нфкоторымъ образомъ. 


Совокупность какихъ бы то ни было точекъ, ли й, поверх- 
ностей или тЪлъ, расположенныхъ извзстнымъ образомъ въ 
пространств, называется вообще геометрической фигурой. 


. Геометря. Наука, разсматривающая свойства, геоме- 
трическихъ фигуръ, наз. геометртей, что въ перевод съ. 
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греческаго языка означаеть землем $ р!е. Такое назван1е 
этой наук$ дано было потому, что въ древнее время главною 
цЪлью геометр1и было измфрен1е разстоявюй и площадей на 
земной поверхности. 


8. Въ самомъ началЪ геометр1и должно быть указано сл$- 
дующее общее свойство фигуръ: 


Аксома пространства. Всяхую Е вометричесную фи- 
гуру можно перенести изъ одного мЪфста пространства въ 
другое, не нарушая ни величины составляющихъ фигуру 
частей, ни ихъ взаимнаго расположения. 


9. Прямая лин1я. Всяюй знаеть, что такое прямая 
линт|я, или просто прямая, предетавлене о которой намъ 
даеть туго натянутая нить. Понят1е о прямой эле- 
ментарно, т.-е. оно не можеть быть опред$лено посред- 
ствомъ другихъ боле простыхъ понятий. 

На чертеж прямую изображаютъ въ вид$ тонкой черты, 
проведенной оть руки или помощью чертежной линейки. 

Прямая ливя обладаеть слфдующитми очевидными свой- 
ствами: 


Акс1омы прямой. 15. Черезъ всяк!я двЪ точки простран- 
ства можно провести прямую и притомъ только одну. 

29. Прямую можно продолжать безъ конца ВЪ 0б5 ьтороны 
- отъ каждой ея точки. 


Изъ первой акс1омы сл$дуетьъ: 

Если дв прямыя наложены одна на другую такъ, что какля- 
нибудь двЪ точки одной прямой совпадаютъ съ двумя точками 
другой прямой, то эти прямыя сливаются и во вс$хъ 
остальныхъ точкахъ (потому что въ противномъ случаЪ черезъ 
дв точки можно было бы провести двЪ различныя прямыя, 
что противорфчить акс1омВ первой). 

По той же причинЪ двз прямыя могутъ перес$чься только 
въ ОДНОЙ ТОЧКФ$. 


10.Прямая конечная и безконечная. Если прямую 
представляютъ продолженною въ обЪ стороны безконечно, то ее 


называють безконечною или неограниченною 
прямой. Конечно, такую ‘прямую изобразить на чертеж не- 
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возможно. Изображають только какую-нибудь часть ея`и 
мысленно воображаютъ, что эта часть продолжена въ об% сто- 
роны безконечно. Прямую обозначаютъ обыкновенно двумя 
буквами, поставленными У двухъ какихъ-либо ея точекъ. Такъ 
говорятъ «прямая АВ или ВА» (черт. 1). 


А 


В: С 0 
Черт. 1. Черт. 2, 


Часть прямой, ограниченная съ об%ихъ сторонъ, наз. отр $ з- 
комъ прямой или конечною прямой; такая прямая 
обозначается двумя буквами, поставленными У концовъ ея“ 
(отр$зокъ СО, черт. 2). Отр№зокъ прямой, соединяюций двъ 
точки, наз. иногда разстоян1емъ между ними. 

Иногда разсматриваютъ прямую, ограниченную только съ 
одной стороны, напр., въ точкВ А (черт. 3). О такой прямой 


Черт. 3. 


говорятъ, что она исходить изъ точки А: ее называютъ 
полупрямою (или лучемъ. 

11. Равенство и неравенство конечныхъ пря- 
_мыхтъ. Два отр$фзка прямой считаются равными, если они 
могутъ быть наложены другъ на друга такъ, что совмф5щаются, 
Положимъ, напр., что мы накладываемъ отрзокь”АВ на отр*»- 
зокъ СЛ (черт. 4) такъ, чтобы точка А упала на С и чтобы пря- 
мая АВ пошла по СХ; если при этомъ концы Вир совпадутъ, 
то отр$зки АВ и СГ считаются равными; въ противномъ случа 
отр$зки будуть неравны, при чемъ меньшимъ считается тотъ, 
который составляеть часть другого. 

_ Чтобы на ` какой-нибудь прямой отложить отр$зокъ, равный 
данному отр$зку, употребляють циркул ь—приборъ, из- 
вфетный учащимся изъ опыта. 

12. Сумма конечныхъ прямыхть. буммою нф- 
сколькихъ данныхъ отрЪзковъ прямой наз. такой новый отрЪ- 
зокъ прямой, который составленъ изъ частей, соотв тственно 
равныхъ даннымъ отр5зкамъ. Положимъ, напр., требуется 
найти сумму трехъ отр%зковъз: АВ, Сри ЕЕ (черт. 4). Для 


— 71 — 


этого на какой-нибудь прямой беремъ произвольную точку 
М и откладываемъ отъ нея часть ММ№, равную АВ: зат мъ 


АВ О ЕР 


Черт. 4. 


оть точки М№ въ томъ же направлен1и откладываемъ часть МР, 
равную СП, и часть РО, равную ЕЁ. Отрфзокь МО будетъ 

сумма данныхъ отр$зковъ АВ, Си ЕЕ, которые по отношен!ю 
_ къ этой суммЪ называются слагаемыми. Подобнымъ образомъ 
можно получить сумму какого угодно числа отр%зковъ. 

Сумма отр$зковъ прямой обладаетъ свойствами всякой суммы; 
такъ, она не зависить оть порядка слагаемыхъ (перем® - 
стительное свойство) и не измЗняется, если н*- 
которыя слагаемыя будуть замнены ихъ суммою (сочета - 
тельное свойство). Напр., легко убфдиться (черт. 4), 
что 


АВ-СР-ЕЕ=сСр-ЕЕ-+АВ=ЕЕР-+АВ-ОТ-=... 
и АБ-СО--ЕЕ=АВвВ-СО-+ЕЮ). 


Изъ понят1я о сумм выводятся понят1я о разности, произ- 
веден1и и частномъ отр$зковъ. Такъ, разность отр%зковъ 
АВи СШ (вели АВ>СЛ) есть такой трей отр%зокъ, котораго 
сумма съ СО образуеть АВ; произведен1е отр%$зка 
АВ на число 3 есть сумма трехъ отр$зковъ, изъ которыхъ ка- 
ждый равеньъ АВ, частное оть д$ленйя отрфзка АВ на 
число 3 есть третья часть АВ ит. п. 

Мы принимаемъ за очевидную истину, что каждый отр%зокъ 
прямой можетъ быть подраздЪленъ (хотя бы только мысленно) 
на 2, на 3, на 4 ит. д. равныя части. 

13. Плоскость. Плоскостью наз. поверхность, обладающая - 
т5мъ свойствомъ, что прямая, проходящая черезъ любыя двЪ 
точки этой поверхности, лежитъ на ней всфми остальными 
своими точками. Положимъ, напр., мы желаемъ убфдиться, бу- 
детъ ли плоскостью поверхность стола. Для этого беремъ хорошо 
выв$ренную линейку и прикладываемъ ее краемъ въ различныхъ 
направлен1яхъ къ поверхности стола такъ, чтобы как1я-нибудь 
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дв точки линейки лежали на этой поверхности. Если при 
этомъ окажется, что, въ какомъ бы направлени мы линейку 
ни приложили, вс остальныя точки ея будуть лежать на по- 
верхности стола, то.эта поверхность есть плоскость. 

Существован1е плоскости въ пространств$ принимается ‚за, 
акслому. 

Укажемъ слфдующее свойство плоскости, которое мы при- 
мемъ здЪсь безъ доказательства: 

Всякую часть плоскости можно наложить вс5ми ея точками 
на другое мЪето этой или другой плоскости, при чемъ наклады- 
ваемую часть’ можно предварительно перевернуть . другою сто- 
роною. 

14. Разд лен!е геометр\и. Геометр1я раздЪляется на 
двЪ части: планиметр1я и стереометруя. Первая 
‘`разсматриваетъь свойства такихъ фигуръ, которыхъ всЪ части 
помфщаются на ‘одной плоскости; вторая—свойства такихъ фи- 
‘туръ, которыхъ не вс$ части помфщаются на одной плоскости, 


ПЛАНИМЕТРЯ. 


КНИГА Т. 


ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. 


ГЛАВА Т. 


Углы. 


Предварительныя понятия. 


15. ОпредЪлензя. Фигура, образованная двумя поду- 
прямыми (ОА и ОВ, черт. 5), исходящими изъ одной точки, 
вм\ст$ съ частью плоскости, ограниченной ими, наз. 
угломъ. Полупрямыя, образу- , 
юнця уголъ, наз. сторонами, | А „ 
а точка, изъ которой онз исхо- | 
дятъ-вершиною угла. Сто- 
роны должно представлять себЪ 
продолженными отъ вершины без- 
конечно. 

Уголь обыкновенно обозначает- 
ся тремя буквами, изъ которыхъ Черт. 5. 
средняя ставится у вершины, а крайн1я у какихъ-нибудь то- 
чекъ сторонъ; напр., говорятъ: «уголь АОВ или уголь ВОА» 
(черт. 5). Н› можно обозначать уголь и одною буквою, по- 
ставленною у вершины, если при этой вершин н$ть другихъ 
угловъ. Мы иногда будемъ обозначать уголь цыфрою, поста- 
вленною внутри угла, около вершины. | 

Слово «утолъ» на письм® замфняется часто знакомъ /. 

Если изъ вершины угла (черт. 5) проведемъь внутри его 
(т.-е. въ той части плоскости, которая принадлежить углу) 
какя-нибудь прямыя ОШ, ОЕ..., то образовавпиеся при этомъ 
углы АОФ, РОЕ, ЕОВ... разсматриваются, какь части 
‘угла АОВ. | | 
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16. Равенство и неравенство угловтъ. Два угла 
считаются равными, если при наложении они могутъ совм$- 
ститься. Положимъ, напр., что мы накладываемъ уголь АОВ 
на уголъ 4.:0:Б, (черт. 6) такъ, чтобы вершина О упала въ О1, 
сторона ОВ пошла по ОБ; и чтобы углы покрыли другъ друга. 


А 


0 В 
Черт. 6. 


Если при этомъ сторона ОА совмЪстится съ О. А., то углы равны; 
если же ОА пойдетъ внутри угла А:О:В;, или вн его, то углы 
не равны, при чемъ тоть изъ нихъ будеть меньше, который 
составить часть другого угла. 

17. Сумма углов. буммою данныхъ угловъ наз. уголъ, 
составленный изъ частей, соотвЪтственно равныхъ даннымъ 
угламъ. Такъ, чтобы получить сумму угловъ АОВи А.О!В, 
(черт. 7), строять уголь ММР, равный одному изъ данныхъ 
угловъ, напр., АОВ, и кь нему пристраиваютъ уголь РМО, 
равный другому данному углу 4.:0,:Б:, такъ, чтобы у обоихъ 
угловъ оказалась общая вершина М№ и общая сторока МР и 
чтобы углы были расположены по разныя стороны отъ общей 
стороны №Р. Полученный такимъ образомъ уголь ММО есть 
сумма угловъь АОВ и 4,0,В:. Подобнымъ образомъ можеть 
быть составлена сумма трехъ и боле угловъ. 


0 —А 0, А, №! М 
Черт. 7. 
Сумма угловъ, какъ и сумма отрЪзковъь прямой (12), обла- 
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даетъ свойствами перем $ стительнымъ и со 
четательнымъ. 
Изъ понят!я о сумм$ угловъ выводятся понят!я объ ихь раз- 
ЕосТИ, произведен1и и частномъ. 
Мы принимаемъ за очевид- 
ную истину, что каждый уголъ 
можеть быть раздЪленъ (хотя бы 
только мысленно) на 2, на 3, 
на 4 ит.д. равныя части. 
Зам$тимъ, что полупрямая,д*- 
лящая уголъ пополамъ (черт. 8), 
наз. биссектриссою этого угла (или равнод%ля- 
щею) *). | 
_ 18. ЗамБчане 1-е. При нахожден1и суммы угловъ могутъ 
представиться нЪкоторые особенные случаи, которые полезно раз- 
смотрЪть особо. | 
19. Можетъ случиться, что посл сложеня нфеколькихъ угловъ, 
напр., трехъ: АОВ, ВОС и 60, В 
(черт. 9), сторона ОР угла СО С 
составить продолжен1е 
стороны ОА угла АОВ. Мы по- 
лучимъ тогда фигуру, образо- 
ванную двумя полупрямыми (ОА 
и ОЛ), исходяшими изъ одной р А 
точки (0) и составляющими про- 
должен!е одна другой. Такую фи- Черт. 9. 
гуру (вмЪстЪ съ частью плоскости, расположенную по одну сторону пря- 
мой АЛ) принято тоже называть 
угломъ (развернутымъ, В 
или вы прямленнымьъ. С 
20. Можетъ случиться, что 
посл сложен1я нфсколькихъ уг- 
ловъ, напр., пяти угловъ: АОВ, 
ВОС, СОР, БОЕ и ЕОА (черт. 10), А 
сторона ОА угла ЕОА совмЪ- 0 
ститея со стороной ОА угла АОВ. 
- Фигура, образованная таки- О 
ми совпавшими полупрямыми 
(вмЪстЪ со всею плоскостью, 
расположенною кругомъ обшей Е 
вершины 0) также называется 
угломъ (полнымъ.. 


Биссектрисса. 


Черт. 8. 


. Черт. 10. 


*) Въ н»которыхъ руководствахъ лин1я эта наз. также биссекторомь. 
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50. Наконецъ, можеть случиться, что, строя сумму угловъ, мы не 
только заполнимъ всю плоскость кругомъ ихъ общей вершины, 
но даже будемъ вынуждены налагать углы одинъ на другой, по- 
крывая плоскость вокругъ обшей вершины во второй разъ, въ тре- 
И разъ и т. д. 

Въ этомъ случаЪ поняте о сумм угловъ должно быть расширено 
на основани слфдуюшихь опред лений: 

1°. ДвЪ суммы угловъ: аа Раз... Нави 9-5: +... Ев ечи- 
таются равными, если, строя ихъ указаннымъ путемъ, начиная отъ 
одной и той же полупрямой ОА въ одномъ направлен1и вокругъ общей 
вершины 0, мы для каждой суммы, во-первыхъ, обойдемъ по плоскости 
все пространство вокругъ точки 0 одинаковое число разъ и, во-вторыхъ, 
послЪдняя сторона угла а, совпадетъ съ послзднею стороною угла бт. 

2°. Если же эти услов!я не выполнены, суммы считаются неравными, 
при чемъ та будетъ меньше, къ которой надо приложить еще нЪкоторый 
уголъ или нЪесколько угловъ, чтобы получить вторую сумму. 

19. ЗамЪчан1е 9-е. Когда двЪ полупрямыя исходятъ изъ 
одной точки, то, строго говоря, онЪ образуютъ не одинъ уголъ, а два 
угла. Возьмемъ, напр., черт. 5-й и вообразимъ, что полупрямая ОА 
врашается вокругъ О до совпаден1я съ полупрямой ОВ. Это вращен1е 
можеть быть двоякое: или ОА врашается по направленйю движен1я 
часовой стрфлки, или же, наоборотъ, противъ движен1я `часовой` 
стрЪлки. Если обратимъ вниман!е на часть плоскости, которую ОА 
проходить до совпаден1я съ ОВ при первомъ врашен1и, то будемъ 
имЪть одинъ уголъ, образованный полупрямыми ОА и ОВ и` содер- 
жаций эту часть плоскости; если же обратимъ вниман1е на часть пло- 
скости, проходимую ОА до совпаден1я съ ОВ при другомъ врашен!и, 
то получимъ другой уголъ, образованный т$ми же сторонами ОАи ОВ, 
но содержаций эту другую часть плоскости. Эти два угла равны другъ 
другу лишь въ томъ случа, когда полупрямыя ОДи ОВ составляютъ 
одну прямую, т.-е. когда оба угла развернутые; въ остальныхъ слу- 
чаяхъ углы эти не равны, но всегда въ суммЪ составляютъ полный 
уголъ. Обыкновенно, говоря объ углЪ АОВ, разумЪють только тотъь 
изъ двухъ угловъ, образованныхъ полупрямыми ОД и ОВ, который 
меньше развернутаго угла. 


Свойство прямого угла. 


‚20. ОпрецдЪлен1я. Два угла (АОВ и ВОС, черт. 1 и 
черт. 12) наз. смежными, если одна сторона у нихь об- 
щая, а дв друшя стороны составляють продолжен1е одна 
другой. 

Изъ этого опредЗлен1я видно, что если возьмемъ произволь- 
ный уголъ (напр., АОВ, черт. 11) и продолжимъ одну его сто- 
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рону (напр., 40) за вершину, то получимъ другой уголъ (ВОС), 
смежный со взятымъ угломъ. 


О. Сл — 0 -С 


Черт. 11. Черт. 12. 


Общая сторона (ОВ) двухъ смежныхъ угловъ наз. наклон- 
ною къ прямой (АС), на которой лежать друшя стороны, 
въ томъ случаЪ, когда смежные углы не равны (черт. 11). 


Общая сторона (ОВ) двухъ смежныхь угловъ наз. пер- 
пендикуляромьъ кь прямой, на которой лежатъ другя 
стороны, въ томъ случаЪ, когда смежные углы равны (черт. 12). 


Въ первомъ случаз общая вершина (0) наз. основа- 
н1емъ наклонной, во второмъ случа —основан1емъ 
перпендикуляра.  _ 


Говорять «возставить къ прямой перпендикуляръ», 
если этотъ перпендикуляръ приходится проводить черезъ. точку, 
взятую на прямой, и «опустить на прямую перпенди- 
куляръ», если онъ проводится черезъ точку, взятую вн прямой. 


Каждый изъ равныхъ смсжныхъ угловъ 
наз. прямымъ (черт. 12). 


Что смежные углы могутъ быть равны, видно изъ слЗдую- 
щей теоремы. 


21. Теорема. Изъ всякой точки прямой можно, по туи 
другую сторону отъ этой прямой, возставить къ ней перпенди- 
куляръ и притомъ только одинъ. 


Пусть дана какая-нибудь прямая АВ (черт. 13) и На ней произ- 
вольная точка 0. Требуется доказать, что: во 1) изъ этой точки 
можно, по каждую сторону отъь прямой АВ, возставить къ АВ 
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перпендикуляръ, и во 2) этоть перпендикуляръ можеть быть 
только одинъ (по каждую сторону отъ прямой). 

1°. Проведемъ изъ точки 0 какую-нибудь полупрямую ОС. 
Тогда образуются 2 смежныхь угла: АОС и СОВ. Если слу- 
чится, что углы эти равны другъ-другу, то тогда ихъ общая 
сторона ОС будеть перпендикуляромъ къ АВ: если же углы 
АОС и СОВ окажутся неравными, то одинъ изъ нихъ долженъ 
быть меньше другого. Пусть АОС меньше СОВ. Тогда отъ боль- 
шаго угла СОВ мы можемъ отдФлить часть С’ОВ, равную 
углу А0(; посл чего отъ 
угла СОВ останется н$ко- 
торый уголь СОС”. Вообра- 
зимъ, что этоть уголь раз- 
дЪленъ  пополамъ; пусть 
биссектрисса будетъ н%кото- 
рая полупрямая ОД. Эта полу- 
прямая и будеть перпенди- 
куляромъ къ АВ, такъ какъ 
смежные углы 40Р и РОВ, состоящие изъ соотвФтственно рав- 
ныхъ частей (АОС=С’ОВ и СОр=рОС’), равны между собою. 

2°. Всякая другая полупрямая ОШО’, исходящая изъ точки 
О и расположенная по ту же сторону оть АВ, по которой ле- 
жить О), не можетъ образовать съ АВ равныхъ смежныхь 
угловъ, такъ какь АО)’”>АОР, а Р’ОВ<ООВ и, сл$д., углы 
АОГП’ и П’ОВ не могутъ быть равны. Такимъ образомъ, нельзя 
возставить другого перпендикуляра къ АВ изъ точки 0 по ту 
сторону оть АВ, по какой лежитъ перпендикуляръ ОШ. 


| 0’ 


А 


Черт. 183. 


Точно такъ же убЪдимся, что по другую сторону отьъ АВ 
можно возставить изъ точки О перпендикуляръ къ АВ и при- 
ТОМЪ ТОЛЬКО ОДИНЪ. 


22. Теорема. ВсЪ прямые углы равны между собою. 


Пусть смежные углы при вершинахъ О и О’ (черт. 14) пр я- 
мые, т.-е. / АОВ= / ВОСи / А!О1В:= / В1О:С:. Требуется 
доказать, что прямые углы первой пары равны прямымъ угламъ 
второй пары. 
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„Наложимъ фигуру АОВС на фигуру А.0.Б:С. такъ, чтобы 
точка О упала на 0.,, полупрямая ОС пошла по 0:С: и чтобы 
потупрямая ОВ упала по ту же сторону оть А.С\, по которой 
расположена 0:Б:. Тогда полупрямыя ОЛ и 0,4, совмЪстятся, 


В В. 


СА: 


Черт. 14. 


0, С 


такъ какъ он составляютъь продолжене совпавшихъь полу- 
прямыхь ОС и 01С:; полупрямая ОВ совпадетъ съ О1В;, потому 
что въ противномъ случаЪ изъ одной точки О, прямой А:С. 
можно было бы возставить къ ней, по одну и ту же сторону, 
два перпендикуляра, что, по доказанному, невозможно. Если ке 
полупрямыя ОВ и О.В, совпадутъ, то это значитъ, что / АОВ= 
= 4А:0:В, и /СОВ=С:0:В,, что и требовалось доказать. 


Зам чане. Изь доказанной теоремы сл$дуетъ, что 
прямой уголъ представляеть собою постоянную вели- 
‘чину (ее обыкновенно обозначаютъь знакомъ 4, т.-е. началь- 
ною буквою французскаго слова 9го1% прямо й). Всел$д- 
ств]е этого обыкновенно углы сравниваютъ по величин съ 
прямымъ угломъ. Если уголъ меньше прямого (какъ уголъ 
АОС, черт. 15), то его называють В 
острымъ, если же уголь боль- ] С 
ше прямого (какъ уголь АОО, черт. 

15), то его называютьъ тупымъ. 

23. Доказательство нало- 
жен1емъ. Прлемъ, которымъ мы 
доказывали предыдущую теорему, 0 А 
наз. доказательствомъ по- 


средствомъ наложеня. Черт. 15. 


Мы принимаемъ за очевидное, что наложен!е одной пло- 


— 16 — 


ской фигуры на другую всегда можно выполнять въ такой по- 
слздовательности: 

1°. Мы можемъь любую точку одной фигуры совместить 
съ любою точкою другой фигуры; напр. (черт. 14), точку 
О сь 0. 

2°. По совм5щен1и двухъ точекъь мы можемъ, вращая на- 
кладываемую фигуру вокругь совпавшей точки, совместить 
въ обфихъ фигурахъ любыя двё полупрямыя, исходяпя 
изъ совпавшихъь точекъ, напр. (черт. 14), ОС съ 0,С.; тогда, 
конечно, совмфетятся и продолжен1я этихъ полупрямыхъ, 
ОА съ О. А,, т.-е. совмЗетятся прямыя АС и 4:С\, проходяшя 
черезъ точки О и О,. 

3°. По совм5щени двухъ точекъ и двухъ прямыхъ мы можемъ, 
вращая накладываемую фигуру вокругь совпавшей прямой, 
какъ около оси, расположить эту фигуру или по ту, или по 
другую сторону отъь совпавшей прямой. Напр. (черт. 14), по 
совм щен!и точекъ Ои 0: и прямыхъ АС и 4,С\, мы можемъ 
расположить фигуру АОВС или такъ, что полупрямая ОВ 
пойдетъ кверху: оть 01:С\, или же такъ, что она пойдетъ книзу 
отъ нея (въ послЗднемъ случаЪ будетъ такъ называемое при- 
лложен1е фигуры). 

Посл этого нашъ произволъ заканчивается; совпадуть ли 
друпя части фигуръ,—зависитъ отъ свойствъ самихъ фигуръ. 

24. Черчен!1е прямого угла. Прямой уголъ легко на- 
чертить помощью прибора, называемаго наугольникомуъ, 
у котораго одинъ изъ трехъ угловъ д®лается прямымъ. Чтобы 
начертить прямой уголъ при точк% С прямой АВ (черт. 16), 
можно поступить такъ: приставимъ къ этой прямой линейку, 
а кь линейк$ науголь- 
никъ, какъ указано на 
чертеж, и будемъ дви- 
гать наугольникъ вдоль 
линейки до тЪхъ поръ, 
пока вершина — пря- 
мого ‘угла не совпа- 
деть съ точкой С. 
Остается зат$мъ про- 
вести по сторон пря- 
мого угла прямую СО. 
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Свойства смежныхъ и вертикальныхъ угловъ. 


25. Теорема. Сумма двухъ смежныхъ угловъ равна двумъ 
прямымъ. 


Даны два смежныхь угла: АОВ и ВОС (черт. 17); требуется 
доказать, что АОВ--ВОС=а-а=2а 

Возетавивъ изъ точки О къ 
прямой АС перпендикуляръ 
Ор, мы разобьемъ уголь АОВ 
на два угла АОШ и ПОВ. 
Отнявъ отъ угла АОВ уголъ 
РОВ, мы получимъ прямой 
утоль АОГ; прибавивь кь А 
углу ВОС тотъь же уголь. Черт. 17. 
РОВ, мы получимъ тоже прямой уголъ, именно РОС. Но если 
мы одно слагаемое уменьшимъ, а другое увеличимъ на одну 
и ту же величину, то сумма не измФнится; значить, сумма 
АОВ--ВОС должна быть такая же, какь и сумма АОР--ООС. 
Но эта сумма равна а--4, т.-е. 24; значить, и АОВ--ВОС=э4. 

26. Сл5детня. 1°; Суммаугловъ (АОВ, ВОС, СОР. 
РОЕ, черт. 18), расположенныхъ вокругъ об- 
щей вершины (0) по одну сторону прямой 


фо —, 


=>) 


С 


В 


А Е 


Черт. 18. Черт. 19. _ 


(АЕ), равна 34, потому что эту сумму можно разематривать 
(согласно сочетательному свойству), какъ сумму двухъ смеж- 
ныхъ угловъ, напр., угловьъ АОВ и ВОЕ, или угловъ АОС и 
СОЕ, ит. п. 


А. Киселевъ. Геометрия. 2 
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2°. Сумма угловъ (АОВ, ВОС, СО, ПОЕ, ЕОА, 
черт. 19), расположенныхъ вокругъ общей 
вершины (0) по об% стороны отъ какой- 
нибудь прямой (ОМ), равна 44, потому что, сложивъ 
углы РОС, СОВ и ВОМ, расположенные по одну сторону оть 
прямой МР, мы получимъ въ сумм$ 24, и сложивъ утлы МОА, 
АОЕ и ЕОШ, расположенные по другую сторону оть МО, мы 
въ суммЪ еще получимъ 24; значить, сумма всЪхъ этихъ угловъ 
равна 24а--24, т.-е. 44. 


27. Обратная теорема. Если сумма двухъ угловъ, имЪю- 
щихъ общую вершину и общую сторону и не покрывающихъ 
другъ друга, равна двумъ’ прямымъ, то таже углы—смежные, 
т.-е. двЪ друггя стороны ихъ составляютъ продолжене одна 


другой. 


Пусть даны (черт. 20) два угла: АОВ и ВОС, имБюще общую ' 
вершину О и общую сторону ОВ и не покрывающёе другъ друга; 
пусть, кром% того, извЪетно, что сумма ихъ равна 24; требуется 
доказать, что при этихъ услов1яхъ ОС есть продолжене АО. 

Допуетимъ противное (про- 
тивоположное) тому, что тре- 
буется доказать, а именно до- 
пустимъ, что ОС не есть про- 

|  лолжен!е АО. Посмотримъ, къ 

Черт. 20. ‘Чему приведетъ насъ это пред- 
положен1е. Такъ какъ всякая прямая можеть быть продол- 
жена въ обЪ стороны, то и прямая АО можетъ быть продолжена 
за точку О. Пусть это продолжен1е будеть н%которая полу- 
прямая ОШ, которая, согласно нашему допущен1ю, не сливается. 
съ ОС. Тогда углы АОВ и ВОР СУТЬ смежные и потому, по 
доказанному прежде (25): 


АОВ--ВОО=34. 
Съ другой стороны, согласно услов!ю нашей теоремы: 


АОВ-ВОС=24. 
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Правыя части этихъ двухъ равенствъ равны, слЪд., равны 
и л$выя (дв величины, равныя порознь одной и той же третьей 
величин, равны между собою): 


АОВ--ВОР=Аов-+ ВОС. 


Отнявъ отъ равныхъ суммъ по одному и тому же углу АОВ, 
мы должны получить равные остатки: 


ВОр=ВоС. 


Но это равенство невозможно, такъ какъ уголь ВОС соста- 
вляеть часть угла ВОО, а часть не можеть равняться цфлому. 

Если въ результат разсужден!я мы получаемъ невозмож- 
ный (нел$пый) выводъ, то это можеть произойти или отъ тото, 
что мы невЪфрно разсуждали, или отъ того, что наше разсу- 
жден1е было основано на невозможномъ допущени. Разсужде- 
н1е наше было правильно; значить, причина нелЪпаго вывода 
заключается въ невозможности допущеня, что ОС не есть про- 
должен1е 40. Но если это предположен1е невозможно, то остается 
только одно: ОС есть продолжен1е АО *); что и требовалось 
доказать. 


СлЪдетв№. Если изъ какой-нибудь точкио 
прямой АВ (черт. 21) возставимъ къ ней, по 
каждую ея сторону, - 
перпендикуляры ОС и С 
Ор, то эти перпенди- 
кул.яры образуютъ 
одну прямую СФ, потому 
что сумма. угловь СОВ и ВО 
равна 24. 

28. Опредфлене. Пря-. 
мая СП (черт. 21), которой 
части ОС и ОШ служать пер- 
пендикулярами къ другой пря- р 
мой АВ, наз. прямой, пер- 
пендикулярной къ АВ. 

Если прямая СГ перпендикулярна къ прямой АВ, то и 
обратно: АВ перпендикулярпа къ СП, потому что части ОЛ 


_ Черт. 21. 


*) СлЪд., нашъ чертежъ сдЪланъ неправильно. 


ож 
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и ОВ служатъ также перпендикулярами къ СО. Поэтому пря- 
мыя АВи СЛ наз. взаимно перпендикулярными. 

Что двф прямыя АВ и СШ взаимно перпендикулярны, вы- 
ражають письменно такъ:, АВЕСО. 


29. Доказательство отъ противнаго. Способъ, 
которымъ мы доказали обратную теорему о смежныхъ углахъ 
(27), наз. доказательствомъь отъ противнаго, или при- 
‘веден1емъ къ нел$пости (гефасвюо аа аЪзагалт). 
Первое назван1е этотъ способъ получилъ потому, что въ начал 
разсужден1я д$лается предположене, противное (про- 
тивоположное) тому, что требуется доказать. Приведешемъ къ 
нелЗности онъ наз. вслЗдетв!е того, что, разсуждая на осно- 
ван1и сдфланнаго предположен1я, мы приходимъь кь нелф- 
пому выводу (къ абсурду). Получене такого вывода 
’ заставляеть насъ’ отвергнуть сдфланное въ начал допущен1е 
и принять То, которое требовалось доказать. 


ЗО. Опредзлен!е. Два угла наз. вертикальными, 
если стороны одного составляютъ продолжен1я сторонъ другого. 

Такъ, при перес$чен1и двухъ прямыхь АВ и СШ (черт. 22) 
образуются дв пары вертикальныхъ угловъ: АОШР и СОВ, 
АОС.и РОВ. ` 


31. Теорема. Два вертикальныхъ угла равны. 
Пусть даны (черт. 22) два вертикальныхъ угла: АОЛ и СОВ: 


другими словами, пусть дано, что ОВ есть 
А  продолжене ОА и ОС есть продолженве ‘ОР. 
Требуется доказать, что АО)=ФсовВ. . 
Уголь АО, сложенный съ угломъ РОВ, 
составляетъ` 24 (по свойству смежныхь уг- 
0 ловъ); уголь СОВ, сложенный съ т№мъ же 
угломъ РОВ, составляеть также 24 (по тому же 
свойству). Значитъ, каждый изъ угловь АО) 
‚и СОВ равенъ одной и той же разности 24—ЛОВ: 
поэтому углы эти равны. 
( В Подобнымъ же образомъ докажемъ, что и 
Черт. 22  АО0С=рОВ. 


32.Теорема. Изъ всякой точки, взятой внЪ прямой, можно 
опустить на эту прямую перпендикуляръ и притомъ только одинъ, 
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Пусть дана какая-нибудь прямая АВ (черт. 23) и вн ея 
точка М: требуется доказать, что во 1) изъ этой точки можно 
опустить на прямую АВ пер- 
пендикуляръ и во 2) что этотъ 
перпендикуляръ можеть быть 
только одинъ. 


1) Перегнемь чертежь по 
прямой АВ такимъ образомъ, 
чтобы верхняя его часть (со-` 
держащая точку Л) упала на 
нижнюю часть *). Тогда точка 
М займетъ н%®которое положе- 
н1е №. ОтмЪтивъ это положение, 
приведемъ чертежь въ преж- 
НЯ видъ и зат$мъ черезъ точки 
М и № проведемъ прямую. До- 
кажемъ, что эта прямая перпендикулярна къ АВ. Для этого 
перегнемъ чертежь вторично по прямой АВ. Тогда точка М 
снова совм стится съ М№, а точка С, въ которой перес$каются 
прямыя ММи АВ, останется на м3стЪ; слЗд., полупрямая СМ 
пойдетъ по полупрямой СМ, уголъ МСВ, совмЪстится съ угломъ 
ВСМ, а уголь МСА совмзстится съ угломъ АСМ; значить, 
смежные углы МСВ и ВСМ равны, а также равны и смежные 
углы МОА и АСМ. Такь какь каждый изъ равныхъ смежныхъь 
угловъ наз. прямымъ, то вс 4 угла, образовавшеся при точк% С, 
будуть прямые; значить, ММ АВ. 


9) Докажемъ ‚теперь, что другого перпендикуляра черезъ 
точку М кь прямой АЗ провести нельзя. Предположимь про- 
тивное, т.-е. что черезь М къ АВ можно провести, кромё ММ, 
еще какой-нибудь другой перпендикуляръ, напр., МО 
(черт. 24). | 


Черт. 23. 


*) Выражаясь болЪе точно, вообразимъ, что верхняя часть пло- 
скости чертежа, вращаясь вокругъ прямой АВ, пришла въ совм цтен1е 
съ нижней частью этой плоскости. 
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Чтобы опровергнуть это допущене, перегнемъ чертежь снова 
по прямой АБ. Тогда точка М по прежнему совм$етится съ №, 
_ а точки ГР и С останутся на 
своихь мЪетахъ; слЪд., уголь 
МОБ займеть положене ВОМ. 
Разогнувъ чертежь, расмотримъ 
линНю МОМ. Такъ какъ, по 
предположеню, МО {| АВ, то 
уголь МОВ долженъ быть пря- 
мымъ, а потому и равный 
ему уголь ВОМ также дол- 
женъ быть прямымъ. Но тогда 
мы будемъ имфть два угла, 
МРОВ и ВПМ, которые, им$я 
общую вершину и общую сто- 
рону, составляють въ сумм$ 324; 

Черт. 24. слЪд., по доказанному раныше 
(27), двЪ ихъ стороны ОМ и ОМ должны составлять продолже- 
н1е одна другой, и, значить, линня МОМ должна оказаться 
прямою. Но тогда черезъ точки М и М будуть проходить 29 раз- 
личныя прямыя лини: одна ММ, которую мы раньше провели, 
и другая МПОМ, которую мы получили теперь. Такъ какъ это 
невозможно (9), то нельзя допустить, чтобы черезъь точку М 
къ прямой АВ можно было провести еще какой-нибудь иной 
перпендикуляръ, кромф ММ. . 


Замфчаше. Чтобы опустить перпендикуляръ на прямую 
изъ данной точки, можно пользоваться линейкой и науголь- 
никомъ (см. черт. 16). 


33. Симметричныя точки, Если точки М и М (черт. 24) распо- 
ложены по разныя стороны отъ прямой АВ, на одномъ къ ней перпен- 
дикулярЪ и на одинаковомъ разстоян!и отъ основан1я этого перпен- 
дикуляра, то такя дв точки принято называть сим метрич- 
ными относительно оси АВ. ЗдЪоеь слово «ось» примЪнено 
потому, что если мы часть плоскости, расположенную по одну сторону 
отъ прямой АВ, станемъ врашать вокругъ этой прямой, какъ 
вокругъ оси, до совмЪшен1я ея съ частью плоскости, распо- 
ложенною по другую сторону оть АВ, то симметричныя точки Ми № 
`совмЪстятся. 
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Упражнен1я. Доказать, что: 


1. Биссектриссы двухъ смежныхъ угловъ взаймно перпендикулярны. 

2. Биссектриссы двухъ вертикальныхъ угловъ составляютъ про- 
должен!е одна другой. 

3. Если при точкЪ О прямой АВ (черт. 22) построимъ по разныя 
стороны отъ АВ равные углы АОД и ВОС, то стороны ихъ ОБи 0С 
составляютъ одну прямую (теорема, обратная теоремЪ 8 31-го). 

4. Если изъ точки О (черт. 22) проведемъ полупрямыя ОА, Ор, ОВ, 


ОСтакъ, что / Абб=ДрОВи /АОР= ДС.СОВ, то ОВесть продолжение 
ОА и ОШ продолжен!е ОС. 


ГЛАВА П. 


Треугольники И многоугольники. 


—_——— 


Понят!е о многоугольникЪ и треугольникф. 


34. Ломаная лин!я. Лин!я наз. ломаною, когда она 
состоитъ изъ отр$зковъ прямой, не расположенныхь на одной 
прямой (черт. 25 или 96). Эти отрЪзки наз. сторонами 
ломаной, а вершины угловъ, образуемыхь сосФдними отр%з- 
ками вершинами ея. Ломаная лин!я обозначается ря- 
домъ буквъ, поставленныхъ у ея вершинъ и концовъ; напр., 
говорять: ломаная АВСПЕ (черт. 25 и 26). 


В Е 


у.\ С р 


Черт. 25. Черт. 26. 


Ломаную лин1ю мы будемъ называть вып уклою, если 
она вся расположена по одну сторону отъь каждаго со- 
ставляющаго ее отр$зка, продолженнаго неопредЪленно въ 
00$ стороны. Такова, напр., лин1я, изображенная на черт. 
25-МЪ, тогда какъ ломаная чертежа 26-го не будеть вы- 
пуклой. 

Котда концы ломаной сходятся въ одну точку, то она наз. 
замкнутой. 

35. Многоугольникъ. Фигура, образованная замкну- 
тою ломаной лин1ей (вмЪстЪ съ частью плоскости, ограничен- 
ною этою ломаною), наз. многоугольникомъ (черт. 27). 
Стороны этой ломаной наз. сто ронами многоугольника, 
углы, составленные каждыми двумя сосфдними сторонами,— 
углами многоугольника, а ихь вершины-вершинами 


и 
хи 


его. Сама ломаная лин!я, ограничивающая: многоугольникъ, 
наз. контуромъ его. 

Многоугольникъ наз. выпуклымъ, если онъ ограниченъ 
выпуклою ломаной лин1ей; таковъ, напр., многоуг. АВСПЕ, 
изображенный на черт. 27 (многоуг. ММРОВВ нельзя назвать 
выпуклымъ). - 


0 


А Е М $ 
’Черт. 27. 


Всякая прямая (какъ АО, ВЕ, МЕ...), которая соединяеть 
вершины двухъ угловъ многоугольника, не прилежащихь къ 
одной сторон, наз. д1агональю многоугольника. 

Сумма всфхь сторонъ многоутольника наз. пе римет.. 
ромъ его, | 

Два многоугольника, какь вообще двъ как1я-нибудь гео- 
метрическ1я фигуры, считаются равными, если они при 
наложен1и мотуть быть совмЪФщены *). 

Наименьшее число сторонъ въ многоугольник —три. По 
числу сторонъ многоугольникь наз. треугольникомъ, 
четыреугольникомъ, пятиугольникомъ 
ит. п. 


*) Фигуры, могуция совмЪститься при наложен1и, наз. конгру- 
ентными, а л самое совм шен1е —конгруенитей. Разли- 
чаютъ конгруению прямую и неп рямую. Прямою кон- 
груен11я наз. тогда, когда совмЪшен1е можеть быть выполнено посред- 
ствомъ передвижен1я одной изъ конгруевтныхъ фигуръ по плоскости, 
въ которой фигуры лежатъ; если же для совм шен1я фигуръ такого 
передвижен1я недостаточно, Но надо еце перевернуть одну 
изъ фигуръ другою стороною, то конгруеншя наз. непрямою. Напр., 
тр-ки, изображенные на черт. 37-мъ, прямо конгруентны, а тр-ки 
АВС и А, В;.С, черт. 39-го непрямо конгруентны. 
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Для краткости слова: «многоугольникъ», «треугольникъ», 
«четыреугольникъ» и т. п. мы часто будемъ писать такъ: мн-кКЪ, 
тр-къ, четыре-къ и т. п. Слово «треугольникъ» на письмЪ иногда 
замВняется также знакомъ Л. 

36. РаздЪфлене треугольниковтъ. Треугольники 
раздЪляются или по сравнительной длинф ихъ сторонъ,. или 
по характеру ихь угловъ. Относительно длины сторонъ они 
бываютъ: разносторонне (черт. 98), когда ве сто- 
роны различной длины, равнобедренные (черт. 29), 
когда дв стороны одинаковы, и равносторонн те 
(черт. 30),`когда вс стороны равны. 

Относитёльно характера угловъ треугольники бывають: 
остроугольные (черт. 28), когда веЪ углы острые, 


Черт. 28. Черт. 29. Черт. 30. 
прямоуго-льные (черт. 31), когда въ числЪ угловъ есть 
прямой, и тупоугольные (черт. 32), когда въ числъ 
у’ловъ есть тупой *). 

Въ прямоугольномъ треугольникВ стороны, образующая пря- 


КАТЕТЬ 


КАТЕТЬ 


Черт. 31. Черт. 38. 
мой уголъ, наз. катетами, а сторона, лежащая противъ 
прямого угла —гипотенузой. 


*) Возможность существован1я всЪхЪъ этихъ видовъ треугольника 
легко показать теперь же, за исключен1емъ треугольника равносто- 
ронняго, существованйе котораго можно обнаружить только впо- 
слздетви. 
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37. ГлавнЪйн Ця лини въ треугольник. Одну 
изъ сторонъ треугольника обыкновенно называють основа- 
н1емъ, вершину противоположнаго угла —вершиною 
тр-ка, а перпендикуляръ, опущенный изъ вершины на осно- 
ван{е или на его продолжене, —высотою его. Такъ, если 
вВЪ тр-к$ АВС (черт. 33 или 34) за основан1е взята сторона АС, 
то В будетъ вершина, ВГ—высота тр-ка. 

Въ равнобедренномъ тр-кЪ основан1емъ называютъ обык- 
новенно ту сторону, которая не принадлежить къ равнымъ; 
тогда вершина равнобедреннаго тр-ка будеть вершина того 
угла его, который образованъ равными сторонами. 

Конечная прямая ВЕ (черт. 33 и 34), соединяющая вершину 
какого-нибудь угла тр-ка съ серединою противополож- 
ной стороны, наз. среднею лин1ей или мед1аною. 
Конечная прямая ВЕ (черт. 33 и 34), дБлящая какой-нибудь 
уголъ тр-ка пополамъ, наз. равнод$ лящею угла тр-ка 
или его биссектриссою (биссектрисса вообще не совпа- 


во : 


А ЕЕ С 


Черт. 33. 


даеть ни съ медланою, ни съ высотою). Во всякомъ тр-кЪ есть 
три медланы, три биссектриссы и три высоты (опущенныя на 
каждую изъ трехъ сторонъ). 


Свойства равнобедреннаго треугольника. 


88. Теорема. Въ равнобедренномъ треугольникф биссе- 
ктрисса угла при вершинЪ служитъ одновременно и медганой, и 
высотой. | 

Пусть тр-къ АБС (черт. 35) равнобедренный и прямая ВО 
дълить пополамъ уголъ В при вершин его. Требуется доказать, 
что эта биссектрисса БЛ есть также и медлана, и высота. Вообра- 
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зимъ, что ЛАВР повернуть вокругь стороны ВО, какь около 
оси, такъ, чтобы онъ упалъ на АВС. Тогда, велЪдств!е ра- 
венства угловъ 1 и 9, сторона АВ упадеть на ВС, а велЪдетв!е 
равенства этихъ сторонъ точка 4 совпа- 
В деть съ С. Поэтому ОА совм$етится 
съ ШС и уголъ 4 съ угломъ 3; значитъ, 
ДА ХА=ООС и /4=/З3. Изъ того, что 
| РА=ОС, слфдуеть, что ВО есть ме- 
длана. изъ того, что углы 3 и 4 равны, 
выходить, что эти углы прямые, и сл$д., 
ВЛ есть высота тр-ка АВС. 
89. СлЪдетв1е 1-е. Такъ какъ, 


А то доказанному, биссектрисса ВР пред- 
| ставляетъ собою и мед1ану, и высоту, то 
Черт. 35. можно сказать, что она есть также 


и перпендикуляръ къ основан1ю АС, возстановленный изъ его 
середины О. 

Такимъ образомъ, въ равнобедренномъ тр-кЪ АВС (черт. 35) 
одна и та же прямая ВЛ служить олновременно: 1) биссектрис- 
сою угла при вершин, 2) медланою, проведенною къ основан1ю, 
3) высотою, опфщенною на основан!е, и, наконецъ, 4) перпенди- 
куляромъ къ основан!ю, возстановленнымъ изъ его середины. 
Такъ какъ каждое изъ этихъ 4-хъ свойствъ вполн$ опредЪляетъ 
положен1е прямой ВФ, то существован1е одного изъ нихъ влечетъ 
за собой вс остальныя. Напр., высота равнобедрен- 
наго треугольника, служитъодновременно 
биссектриссою, мед1аною и перпендику-` 
ляромъ къ основан1ю въ его середин$. 
ДЪйствительно, во-1-хъ, эта высота должна служить биссектрис- 
сою, потому что въ противномъ случаф, проведя такую бис- 
сектриссу, мы им$ли бы дв$ различныя высоты на одну и ту жу 
сторону тр-ка, что невозможно. Во-2-хъ, эта высота, будучи 
биссектриссою, должна быть, по доказанному, мед1аной и, 
слЪд., перпендикуляромъ къ основан1ю въ его серединЪ. 

40. СлЪдетве 2-е. Изъ того, что тр-ки АВР и ВОС 
(черт. 35) совм$щаются все$ми своими частями, слфдуетъ, что 


ИА= С, т.е. 


въ равнобедренномъ треугольник углы при основан!и равны. 
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41. Понят!е объ оси симметр1и. Мы видЪли, что равнобедрен- 
ный ЛАВС (черт. 36) дВлится биссектриссою ВД на таке 2 тр-ка (лЪ- 
вый и правый), которые врацен1емъ вокругъ биссектриссы, какъ около 
оси, могутъ быть совм шены другъ съ другомъ. Изъ этого можно 
заключить, что какую бы точку на л$вой половин равнобедреннаго 
тр-ка мы ни взяли, всегда можно на правой его половин? найти другую 
точку, симметричную первой относительно оси ВО (83). 

Возьмемъ, напр., на сторон АВ какую-нибудь точку М. Опустимъ 
изъ нея на ВО перпендикуляръ МК и про- 
должимъ его до перес чен1я со стороною ВС. 

Мы получимъ тогда на этой сторонз 
точку М”, симметричную точкз М отно- 
сительно оси ВО. Дъйствительно, если, 
врашая ЛАВО вокругь ВО, мы его совм$- 
стимъ съ ЛВСР, то при этомъ КМ пойдетъ 
по КЛМ’ (по равенству прямыхъ угловъ), 
а сторона ВА упадетъ на сторону ВС (по 
равенству угловъ при точкЪ В); значить, 
точка М, которая лежитъ и на КМ, ина ВА, 
упадетъ въ точку М”, которая лежитъ и А р 
на КМ’, и на ВС. Отсюда видно, что Черт. 36. 
КМ=КМ'. Такимъ образомъ, точки Ми М’ 
лежатъ по разныя стороны отъ биссектриссы ВО, на одномъ къ ней 
перпендикулярз и на равныхъ разстояНяхъ отъ основанйя этого 
перпендикуляра; значитъ, эти точки симметричны относительно оси В. 

Если въ какой-нибудь геометрической фигур сушествуетъ прямая, 
которая раздЪляетъ эту фигуру на тамя Я части, что любой точкЪ 
на одной части соотвЗтствуетъ на другой точка, симметричная отно- 
сительно этой прямой, то такая прямая наз. осью симметр1и 
этой фигуры. 

Въ равнобедренномъ треугольник $ бисек- 
трисса угла при вершин есть его ось сим- 
метрти. 

Въ геометр1и мы будемъ иногда вестрЪчаться съ фигурами, имзю- 
шими одну или несколько осей симметрии. 

Симметр1я относительно оси наз. часто «осевая симметр1я» (въ от- 
лич1е отъ «иентральной» симметр\и, о которой говорится ниже, въ 8 108). 


Признаки равенства треугольниковъ. 


42. Предварительныя понятЯ. Такъ какь рав- 
ными треугольниками наз. такле, которые при наложени 
могутъ быть совм$щены, то въ такихъ тр-кахъ равны вс$ соот- 
в ф$тетвующте элементы ихь, т.-е. стороны, углы, 
высоты, медланы и биссектриссы. 
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Однако для того, чтобы утверждать равенство двухъ тре- 
угольниковъ, не необходимо знать равенство всЪ хЪъ 
элементовъ ихь; достаточно убфдиться въ равенств только 
нзкоторыхь изъ нихъ. Слфдующ!я теоремы излагаютъ три 
главнйппе признака равенства тр-ковъ. 

43.Теоремы. Два треугольника равны: 

1°, если дВЪ стороны и уголъ, заключенный между ними, 
одного треугольника соотвЪфтственно равны двумъ сторонамъ и 
углу, заключенному между ними, другого треугольника; 

или 2°, если два угла и прилежащая къ нимъ сторона одного 
треугольника соотвЪтственно равны двумъ угламъ и прилежащей 
къ нимъ сторонф другого треугольника; 

или 3°, если три стороны одного треугольника соотвЪтственно 
равны тремъ сторонамъ другого треугольника. 

“Г. Пусть АВС и А, В! С, два тр-ка (черт. 37), у которыхъ: 
А=А:, АС=А.01, АВ=А.В.. 
Требуется доказать, что эти тр-ки равны. 


А А, 


С вс В. 
Черт. 37. 


Наложимъ ЛАВС на ДА, В.С, такь, чтобы точка А совпала 
съ 4; и сторона АС пошла по А1С, *). Тогда вел$детв1е равен- 
ства этихъ сторонъ, точка (С совмЪстится съ Ст; вел$детье ра- 
венства угловъ Аи 4, сторона АВ пойдеть по А: В;, а вел детв1е 
равенства этихъ сторонъ точка В упадетъ въ В;; поэтому сто- 
рона СВ совмФстится съ С.В, (между двумя точками можно 
провести только одну прямую), и треугольники совпадуть; 
значить, они равны. 


*) Для выполнен!я указанныхъ въ этомъ п.раграфЪ наложенй 
иногда приходится треугольникъ АВС перевернуть другою стороною. 


2°. Пусть. АВС и А,В,С, (черт. 38) два тр-ка, у которыхъ: 
СВ=С:В:, С=С, и В=В.. 
Требуется доказать, что эти тр-ки равны. | 
Наложимь ДАВС на ЛА.В,С, такъ, чтобы точка С совпала 
съ С1, и сторона СВ пошла по С\В:. Тогда, вел дств!е равен- 
ства этихъ сторонъ, точка В упадеть въ В:, а вел дств!е ра- 


А см 


С В С. В, 
Черт. 38. 


венства угловъ Ви В,, Си (С, сторона ВА пойдеть по В.А, и 
сторона СА по С\А;. Такъ какъ дв прямыя могуть перес$чься 
только ВЪ ОДНОЙ ТОЧк$, то вершина А должна совпасть съ А1. 
Такимъ образомъ, тр-ки совмЪстятся; ‘значить, они равны. 


В 


Черт. 39, В. 


3°. Пусть АВС и А.В,С, (черт. 39) два тр-ка, у которыхъ: 
АВ=А.В,, ВС=В,С. и СА=С. А. 
Требуется доказать, что эти тр-ки равны. 
Доказывать этоть признакъ равенства налож ен1емъ, 
какъ мы это д$лали для первыхъь двухъ признаковъ, было бы 
неудобно, такъ какъ, не зная ничего о величинЪ угловъ, мы 
не можемъ утверждать, что прн совпадени двухъ равныхъ 
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сторонъ совпадутъ и остальныя стороны. Вм$сто наложентя 
прим$нимъ здесь приложенте. 

Приложимь ДАВС кь ДА: В.С, такъ, чтобы у нихъ совм*- 
стились равныя стороны АС и 4,С\. Тогда ЛАВОС займеть по- 
ложен1е 4:С1В;1. Соединивъ прямою точки В; и В,1, мы полу- 
чимъ два равнобедренные тр-ка 4А.В.В;1 и В,С,В:1 съ общимъ 
основанемъ 'В:В;1. Но въ равнобедренномъ треугольник УГЛЫ 
при основан1и равны (40); слёд., /1= Из и /3= 4, а потому 
ДА:В:С:= ХА.ВиС:= / В. Новъ такомъ случа данные тр-ки 
должны быть равны, такъ какъ двЪ стороны и уголъ, заключен- 
ный между ними, одного тр-ка равны соотвФтственно двумъ 
сторонамъ и углу, заключенному между ними, другого треуголь- 
ника. 


Можетъ случиться, что прямая В:В;, не пересЪчется съ 4, С;, 
а пойдетъ внЪ треугольниковъ (если сумма угловъ Си (С, больше 24), 
или сользтся съ линей В, С, Ва (если С -| С, =29а). Доказательство 
остается то же самое, съ тою только разницей, что углы В; и В, 
будутъ равны другъ другу, не какъ суммы равныхь угловъ, а 
какъ ихь разности, (черт. 40), или какъ углы при основанйи 
равнобедрениаго тр-ка (черт. 41). | 


В, 


Ви 


Черт. 40. Черт. 41. 


Зам чае. Въ равныхь тр-кахь противъ равныхъ сто- 
ронъ лежать равные углы и противъ равныхъ угловъ лежать 
равныя стороны. 


Соотношеня между углами и сторонами треугольника. 


44. ОпредБлеше. Уголь, смежный съ какимъ-нибудь 
угломъ треугольника (или‘многоугольника), наз. вн ф шнимъ 
угломъ этого треугольника (или многоугольника). 
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При каждомьъ угл тр-ка (и мн-ка). можно построить по 2 рав- 
ныхъ смежныхь угла. 
Напр., продолживъ сто- ‚ 
роны угла А (черт. 42) 
тр-ка АВС за вершину, 
мы пПолучимъ два внЪш- 
нихъ угла ВАШ и САЕ, 
которые равны между со- 
бою, какъ углы верти- 
кальные. 


Въ отлищче оть внЪш- А. 
нихъ углы самого тр-ка . 
(или мн-ка) наз. вну- Е’ 
тренними. Черт. 42. 

45. Теорема. Въ треугольникБ всякй внфшн уголъ 
больше каждаго внутренняго угла, не смежнаго съ нимъ. 

Напр., докажемъ, что ви шнй уголъ ВСО тр-ка АВС (черт. 43) 
больше каждаго изъ внутреннихъ угловъ Аи В, не смежныхь . 
съ этимъ внЪшнимъ. Для этого черезь средину Е стороны ВС 
проведемъ мед1ану АЕ и продолжимъ ее на длину ЕЁ, равную АЕ. 
Соединимъ ГР съ С. Тр-ники АВЕ и ЕЕС (покрытые штрихами) 
равны, такъ какъ при точк$ Е они имЗютъ по равному углу, 
заключенному между двумя соотв$тственно равными сторонами. 
Изъ равенства ихъ заключаемъ, что углы Ви ЕСЁЕ, лежапе 
противъ равныхъ сторонъь АЁи ЕЁ, равны; но уголъ ЕСЁ, со- 
ставляя часть вн шняго угла ВСО, меньше его; слЗд., и уголъ В 
меньше ВС). 

Продолживъ сторону ВС за 
точку С, мы получимъ внЪ шей 
уголь АСН, равный углу ВСР. 
Если изъ вершины ВБ проведемъ 
къ сторон АС медлану.и продол- 
жимъ ее на такую же длину за 
сторону АС, то совершенно такъ 
же докажемъ, что уголъ А мень- 
ше АСН, т.-е. меньше ВС. 


А. Киселевъ. Геометря. 
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46. Сл дств!е. Если въ треугольникЪ одинъ уголъ прямой 
или тупой, то два друге угла острые. 


В В 


Черт. 44. 


ДЪйствительно, допустимъ, что какой-нибудь уголъ С тр-ка 
АБС (черт. 44) будеть прямой или тупой; тогда смежный съ нимъ 
внъшей уголь ВСГ долженъ быть прямой или острый: вслЪд- 
стве этого углы А и В, которые, по доказанному, меньше вн ш- 
няго угла, должны быть оба острые. 


47. Теоремы. Во всякомъ треугольник%: 1°, противъ рав- 
ныхъ сторонъ лежатъ равные углы; 2°, противъ ббльшей сто- 
роны лежитъ ббльшй уголъ. 


1°. Если дв% стороны треугольника равны, то онъ равно- 
бедренный; тогда углы, лежапие противъ этихъ сторонъ, должны 
быть равны, какъ углы при основан1и равнобедреннаго тре- 
_ угольника (40). 
2°. Пусть вь ЛАВС (черт. 45) сто- 
рона АВ больше ВС; требуется дока- 
зать, что /ХС больше ГА. 
Отложимъ на большей сторон ВА 
оть вершины В часть ВП, равную 
меньшей сторон ВС, и соединимъ Г) 
‚ СЪ С. Тогда получимъ равнобедрен- 
ный /ЛОВС, у котораго углы при 
Черт. 45. основати равны, т.е. /ВОС= 
= /_ ВСР. Но уголъ ВОС, какъ внЪш- 
в по отношеню къ ААФС, больше угла А; слФдовательно, и 
уголь ВС больше А, а потому и подавно уголь ВСА больше 
угла 4; что и требовалось доказать. 


А 
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4.8. Сл детв]я. 15°. Въ равностороннемъ треугольникЪ всЪ 
углы равны; 
2°, въ разностороннемъ треугольник нЪтъ равныхъ угловъ. 


49. Обратныя теоремы. Во всякомъ треугольникЪ 
1°, противъ равныхъ угловъ лежатъ В 
равныя стороны: 2°, противъ ббль- 
шаго угла лежитъ ббльшая сторона. 

1°. Пусть въ ЛАВО углы Аи С 
‚ равны (черт. 46); требуется дока- 
зать, чт0 — АВ=ВС.— Предполо- 
жимъ противное, т.-е., что стороны 
АВ и ВС не равны. Тогда одна изъ А С 
этихъ сторонъ ‘должна быть боль- 
ше другой, и, слЪд., согласно 
прямой теорем, одинъ изъ угловъ А и С долженъ быть больше 
другого. Но это: противор$ чить условю, что А=С; значить, 
нельзя допустить, что стороны АВ и БС не равны; остается при- 
нать, что 4АВ=ВС. 


Черт. 46. 


2°. Пусть въ тр-кЪ АВС (черт. 47) уголь С больше угла А; 
требуется доказать, что АВ>ВО.—Предположимъ противное, 
Т.-е. что АВ не больше БС. Тогда могутъ представиться 
два случая: или АВ=ВС, или АВ<ВСО. Въ первомъ случаЪ, 
согласно прямой теоремЪ, уголь С былъ бы равенъ углу А, 
во второмъ случа уголь С быль бы меньше А; и то, и другое 
противор$ чить условю; — значить, 
оба эти случая исключаются. В 
Остается одинъ возможный случай, 
что АВ>ВС. 

50. Сл детв1я. 15°. Равноуголь- 
ный треугольникъ есть и равносто- 
ронний. 

20. Въ треугольникБ сторона, ле- 
жащая противъ тупого или прямого ДА С 
угла, больше другихъ сторонъ (46). _ Черт. 47. 


51. ЗамЪчан!е объ обратныхъ теоремахъ. 
Относительно равенства или неравенства двухъ сторонъ тре: 
35* 
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угольника, напр., сторонъ АВ и ВС, могуть представиться 
только сл$дующ!е три возможные случая: 


АВ=ВС, АВ>ВС, АВ«БВС. 


Каждый изъ этихъ случаевъ исключаеть собою вс№ осталь- 
ные; такъ, если иметь мЪсто 1-й случай, что АВ=ВО, то одно- 
временно съ нимъ не могуть существовать ни 2-й случай, ни 3-й. 
Вь теорем$ $ 47 мы разсмотр%ли вс эти случаи; оказалось, что 
въ каждомъ изъ нихь получаются таке выводы относительно 
равенства или неравенства противолежащихь угловъ Си А 
(именно: С=А, С>А, 0< А), изъ которыхь каждый исключаетъь 
собою вс остальныя. И мы видфли (49), что обратныя предло- 
жен1я оказались вЪрными, въ чемъ было легко убЪдиться дока- 
зательствомъ отъ противнаго. 


Вообще, если въ теорем%, или въ рядф теоремъ, мы разсмо- 
тр$ли всевозможные взаимно исключающ:е слу- 
чаи, которые могуть представиться относительно величины 
или расположен1я н$которыхь частей фигуры, при чемъ ока- 
залось, что въ этихъ случаяхъ получаются различные вза- 
имно исключаю щте выводы относительно величины 
или расположен1я н$которыхъ другихъ частей фигуры, то мы мо- 
жемъ заранЪе (& рг1от!) утверждать, что обратныя пред- 
тожен1я в рны. 


Впосл$дствыи мы неоднократно будемъ ветрЪчаться съ этимъ 
закономъ обратимости. 


Сравнительная длина объемлющихъ и объемлемыхъ 
ломаныхЪ лин. 


52. Теорема. Въ треугольникф каждая сторона меньше 
суммы ‘двухъ другихъ сторонъ. 


“ 


Данъ тр-къь АВС (черт. 48); требуется доказать, что любая 
сторона его, напр., сторона АС, меньше суммы двухъ друтихъ 
сторонъ. 
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Если сторона АС равна или меньше какой-нибудь изъ двухъ 
другихъ сторонъ, то тогда, очевидно, 

АС<АВ-ВО. Значить, намъ надо р 
разсмотрть только тоть случай, когда, | 

АС есть наибольшая изъ трехъ 

сторонъ. 

Продолживъ сторону АВ, отло- 

жимь ВШО=ВС и проведемъ ПС. 
Такъ какь ЛА ВГПО.равнобедренный, А С 
то /Ф=/ ООВ; поэтому уголь В 
меньше угла ОСА, и слЪд., въ 
ЛАХС сторона АС меньше АХ (49), т.-е. АС<АВ-ВР. ам 
нивъ ВШ на ВС, получимъ: 

АС<АВ-ВС. 

СлЪдстве. Если АС есть наибольшая изъ сторонъ,; то мы 
можемъ оть обфихъ частей выведеннаго неравенства отнять 
по АВ или по БС; тогда получимъ: 

АС-АВ«ВС и АС-ВС«АВ. 

Читая эти неравенства справа налЪво, видимъ, что каждая 
изъ сторонъ ВС и АВ больше разности двухъ другихъ сторонъ; 
такъ какъ это же можно, очевидно, сказать и о третьей, наиболь- 
шей сторон$ АС, то заключаемъ: 

въ треугольник каждая сторона больше разности двухъ дру- 
гихъ сторонъ. 

53. Теорема. ОтрЪзокъ прямой, соединяющий дв какя- 
нибудь точки, короче всякой ломаной, проведенной между этими 
точками. 

Пусть (черт. 49) АЕ есть отр$зокъ прямой, соединяющий 
точки 4 и Е, а АВСГЕ какая-нибудь ломаная, проведенная 
между тЪми же точками. Требуется доказать, что АЕ короче 
суммы АВ--ВС--СР-- ОЕ. 

Соединивь А съ Си И, 
находимъ, сотлаено  преды- 
душей теорем$: 


Черт. 48. 


— 
-—. 
— 
3 
5 
о 
> 
`- 


АЕ<АП-ОЕ; о 
АГхАС-СР; р 
АС<ХАВ-ВО. Черт. 49. 


— 38 — 


Сложимъ почленно эти неравенства и затфмъ оть обфихъ 
частей полученнаго неравенства отнимемъ по АДи АДС; тогда 
получимъ: 


` АЕ«АВ-ВОС+ОР-ЬЕ. 


54. Опред$лене. Если между двумя точками Аи р 
(черт. 50) по одну сторону оть прямой АП проведены так1я двЪ 
ломаныя лини, что одна изъ нихъ — АВСП — вся заключена 
внутри, фигуры, образованной другою лишей — АЕЕРСШ — 
съ отр$зкомъ прямой АУ, то первая ломаная наз. объемле- 
мой, а вторая объемлющей. 


55. Теорема. Выпуклая ломаная короче всякой другой ло- 
маной, объемлющей ее. 


Пусть (черт. 50) АВСГ есть вы- 
пуклая (34) ломаная, а АЕЕСО 
какая-нибудь другая ломаная (вы- 
пуклая или невыпуклая — все. 
равно), объемлющая первую; тре- 
буется доказать, что: 

АВ-ВС-+-Ср<АЕ-ЕЕР- 
Черт. 50. \ +Ра- ср. 


Продолживъ стороны выпуклой лини, какъ указано на чер- 
тежз, можемъ написать слВлующуя неравенства (53): 


АВ+ВН<АЕ--ЕН 
ВС-СК<«ВН-+НЕ-+ЕС-+СК 
Ср«ОК-КО. 


Сложимъ почленно всф эти неравенства и затЪмъ отъ обЪихъ 
частей полученнаго неравенства отнимемъ вспомогательные 
отр$зки ВН и СК; далЪе зам$нимъ сумму ЕН--НЕ черезь ЕЁ 
и сумму ОК--КЛ черезь @Г; тогда получимъ то неравенство, 
которое требовалось доказать. 


56. Теорема Если выпуклый многоугольникъ заключенъ 
весь внутри какого-нибудь другого многоугольника, то пери- 
метръ перваго меньше периметра второго. 
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Пусть АВСГ (черт. 51) есть выпуклый  многоуголь. 
никь, а ГММРОВ какой-нибудь другой  многоугольникъ 
(выпуклый или  невыпуклый), | 
внутри котораго заключенъ пер- М 0 
вый. Требуется доказать, что Р 
АВ + ВС + СФ - ПА меньше 
ГМ-+ММ-+-МР-+РО-ОВ-ЕГ. 

Продолживъ въ 0обоихь напра- 
влен1яхъ одну какую-нибудь сто- 
рону АГ выпуклаго мн-ка, при- 
мвнимь къ ломанымъ лиШяЯмМЪ 
АВСШ и АТММРОВБО, прове- ], Е В 
деннымъ между точками А и р, 
теорему предыдущаго параграфа: 


АВ- ВС + Ох АТ+ТМ-+ МИМ-+ №Р--РО--ОВ-+Е5-5О. 


Съ другой стороны, такь какъ отр%зокъ БТ короче лома- 
ной 5ГТ, то можемъ написать: 


АТ+-АО+ОЗ«ТГЕ-+Г. 


= 


Черт. 51. 


Сложимъ почленно эти два неравенства и отнимемъ отъ обЪихъ 
частей вспомогательные отрфзки АТ и 15: затЪмь зам нимЪ 
сумму ТЕ--ТМ черезъ ГМ и сумму ГА- ВВ черезъ Г.В; тогда 
получимъ то, что требовалось доказать. 


57. ЗамЪчан!е. ДвЪ предъ- 
идуппя теоремы перестаютъ 
быть вЪ%рными, если объемле- 
мая ломаная или объемлемый 
многоугольникъ не выпук- 
лые. Такъ, на черт. 52-мъ объ- 
емлемая  ломаная, проведенная В 
` между точками А и В, можеть А 
оказаться  длиннзе — объемлю- Черт. 52. 
щей, проведенной между т$ми - 
же точками. | 
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Треугольники съ двумя соотвЪтетвенно равными сто- 
ронами. 


58. Теоремы. 1°. Если двЪ стороны одного треугольника 
соотвЪтственно равны двумъ сторонамъ другого треугольника, а 
углы, заключенные между этими сторонами, не равны, то про- 
тивъ, ббльшаго изъ этихъ угловъ лежитъ ббльшая сторона: 


2°. (Обратная). Если двЪф стороны одного треугольника со- 
отвЪтетвенно равны двумъ сторонамъ другого треугольника, а 
третьи: стороны не равны, то противъ ббльшей изъ этихъ сто- 
ронъ лежитъ ббльш!й уголъ. 


1°. Пусть въ тр-кахъь АВС и А,В,(, (черт. 53) дано; 
АС=А:С, АВ=А.В,; но АУРА.. 


Требуется доказать, что если А>А:, тои ВС>В,С:, а если. 
А<А:, то `и` ВО«ВО,— Предположимъ, что А>>А,. Нало- 


В, 


С, 


Черт. 58. 


жимъ ДЛ 4,В,С; на А АВС такъ, чтобы сторона А.С. совпала 
съ АО. Такъ`какъ, согласно предположеню, А>>А!, то сто- 
рона 4,В, пойдеть внутри угла А, и Д А,В,(, займеть н%ко- 
торое положене АВ::С (при чемъ вершина В: можетъ лежать 
или внф Л АВС, какъ изображено на нашемъ чертеж» *), или 
внутри его, или. же на сторон ВС; доказательство остается 
одно и то же во всЪхъ этихь случаяхъ). Проведемъ биссектриссу - 
угла ВАВ:! до перес$чен1я со стороною ВС въ точк% Г и эту 
точку соединимъ прямою съ В\1; тогда получимъ два тр-ка АВГи 


*) На чертежь вмЪсто буквы В, ошибочно поставлена буква Ь. 
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РАВ:1, которые равны, потому что у нихъ: АР общая сторона, 
АВ=АВ, по условю и / ВАР= / АВ, такь какъ прямая АП. 
дЪлить пополам уголь ВАВ\1. Изъ равенства тр-ковъ слЗдуеть: 

Вр=рВ,!. Теперь изь Л ОСВа выводимъ: В,р-ОС>В.:С 
(52), или (замЪнивъ В) на ВР): 


Вр-+ОС> В.С, т.-е. ВОВ, С. 


Если допустимъ, что А<А1, то такъ же докажемъ, что тогда 
ВС В) С(1. | 


2°. Пусть въ тзхь же треугольникахъ дано: 
АВ=А. ВБ, АС= Аа Ст, |: (6. ВСУЕВ,С1. 


Требуется доказать, что если ВО>В!:С:, то и А>А., вели 
же ВС<В,0., то и АХА,-— Предположимъ, что ВО>В:С,; 
докажемъ, что 4>А1. Допустимъ противное, что 4 не больше 41; 
тогда могутъ представиться два случая: или А=А:, или А«А.. 
Въ первомъ случа тр-ки были бы равны и, сл$д., сторона ВС 
равнялась ‘бы В:С!, что противор$чить услов1ю;. во второмъ 
случа сторона ВС, согласно теорем 1°, была бы меньше В:Ст, 
что также противор$читъ услов1ю. Значитъ, оба эти случая 
исключаются: остается одинъ возможный случай, что А>А|. 

Если допустимъ, что ВС<В!С!, то такъ же докажемъ, что 
тотда и АХА.. 


ГЛАВА 1. 


 Перпендинуляры и наклонных. 


59,1. Теорема. Перпендикуляръ, опущенный изъ точки на пря- 
мую, короче всякой наклонной, проведенной изъ той же точки на эту 
прямую. 


Пусть АВ (черт. 54) есть перпендикуляръ, опущенный 
изъ точки А на прямую ММ, и АС какая-нибудь наклонная, 
проведенная изъ той же точки А кь прямой ММ. Требуется 
доказать, что АВ< АС.— Вь А АВС уголь В прямой, а прс- 
тивъ прямого угла лежить бблыная сторона (50 ,2°); ол®д. ., 
АС>АВ. | 
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Зам чане. Когда говорять: «разстояв1е точки оть пря: 
мой», то разум$ють разстоян1е, изм$ряемое по перпендику- 
ляру, опущенному изъ этой точки на прямую. 

59, 2. Теорема. Если изъ одной и той же точки, взятой внЪ 
прямой, проведены къ этой прямой перпендикуляръ и какя- 
нибудь наклонныя, то: | 

1°, если основанйя двухЪ наклонныхЪ одинаково удалены отъ 
основаня перпендикуляра, то такя наклонныя равны; 

20, если основаня двухъ наклонныхъ не одинаково удалены 
отъ основанйя перпендикуляра, то та изъ наклонныхъ больше, 
которой основан!е дальше отстоитъ отъ основангя перпендикуляра. 

1°. Пусть АС и АД (черт. 54) будуть двЪ так1я наклонныя, 
проведенныя изъ точки А кь прямой ММ, которыхь основа- 

ня Си Родинаково удалены отъ 
основанля перпендикуляра АБ, 
т.-е. СВ = ВП; требуется дока- 


А | 
зать, что АС =АФ./ЛА Въ тр-кахъ 
АВС и АВЛ есть общая сторона 
АВ и сверхъ того ВС=ВШО (по 
условю) и / АВС = / АВО 
М С Е М (какъ углы прямые); значить, 


эти тр-ки равны, и потому 
АС=АО. 


2°. Пусть АС и АЕ (черт. 54) будуть двф тавя наклонныя, 
проведенныя изъ точки 4 кь прямой ММ, которыхъ основан1я 
неодинаково удалены отъ основан1я перпендикуляра АВ}; напр., 
‘пусть ВЕ>ВС; требуется доказать, что АЕ>АС.—Отложимъ 
ВР=ВС и проведемь АГ. По доказанному выше, АД=АС. 
Сравнимь АЕ съ АО. Уголь АШЕ есть внзше!йй по отношен1ю 
А АРВ и потому онъ больше прямого угла АВО; сл5д., / АШЕ 
тупой; но въ / противъ тупого угла должна лежать большая 
сторона (50, 2°); значить, АЕ>АШ и, слфд., АЕ>АС. 


60. Обратныя предложен!я. Въ предыдущей тео- 
рем разсмотрзны всевозможные взаимно исключающее случаи 
относительно равенства или неравенства разстоян1й основан1й 
наклонныхЪ оть основан1я перпендикуляра; при этомъ получи- 
лись взаимно исключающе выводы относительно равенства или 


Черт. 54. . 
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неравенства наклонныхъ; ‘волЪдотве этого обратныя предло- 
жен1я должны быть  ВВрны (5Г), а именно: 

Если изъ одной и той же точки, взятой внЪ прямой (черт. 54), 
проведены къ этой прямей перпендикуляръ и как!я-нибудь на- 
клонныя, то: 

1°, если двЪ наклонныя равны, то ихъ основаня одинаково 
Удалены отъ основаня перпендикуляра; 

2°, если д: Ъ наклонныя не равны, то основан!е ббльшей изъ 
нихъ дальше отстоитъ отъ основан!я перпендикуляра. 


Предоставляемъ. учащимся самимъ доказать эти предложения 
(способомъ оть противнаго). 


Равенство прямоугольныхъ треугольниковъ. 


61. Такь какъ въ прямоугольныхъ тр-кахъ углы, содер- 
жаппеся между катетами, всегда равны, какъ прямые, то: 

Прямоугольные треугольники равны: 

1°, если катеты одного треугольника соотвЪтственно равны 
катетамъ другого; 

или 2°, если катетъь и прилежащ{й къ нему острый уголъ 
одного треугольника равны соотв$тственно катету и прилежа- 
щему къ нему острому углу другого треугольника. 

Эти два признака не требують особаго доказательства, такъ 
какъ они представляютъ лишь частные случаи общихъь призна- 
ковъ (43, 1°и 2°). Докажемъ еще два сл$дуюше признака, отно- 
сяппеся ТОЛЬКО КЪ прямоугольнымъ треугольникамъ. 


62. Теоремы. Прямоугольные треугольники равны: 
19, если гипотенуза и 


острый уголъ одноготре- В В, 
угольника соотвЪтствен- 
но равны гипотенузЪ и 
острому углу другого; Л 

‘или 2%, если гипоте- ' 
нуза и катетъ одного 


| 
треугольника соотвЪт- д С /\ .! 
ственно равны гипоте- А. СС, 
нузЪ и катету другого. Черт. 55. 


1°. Пусть АВС и А. В.С, (черт. 55) два прямоугольные тр-ка. 
у которыхь: АВ=А.В, и А=А,; требуется доказать, что эти 


— 44 — 


тр-кя равны.— Наложимъ Д АВС на ^ А.В:С, такъ, чтобы 
у нихъ совм$стились равныя гипотенузы. Тогда по равенству 
угловъ Аи А, катеть АС пойдетъ по 4.С.. При этомъ точка С 
должна совмфститься съ точкой С, потому что если предполо- 
жимъ, что она упадетъ въ точку С» или точку Сз, то тогда катетъ 
ВС занялъ бы положен1е В:С. или ВБ:Сз, что невозможно, такъ 
какъ изъ одной точки В, нельзя на прямую 4:С\: отпустить два 
перпендикуляра (В1С! и В,С., или В.С: и В.С). 

З В, 2°. Пусть (черт. -56) 
въ прямоуг. тр-кахъ 
дано: АВ = А.В, и 
ВС=В,:С.; требуется 
доказать, что тр-ки 


равны. — Наложимъ 
А АВС на, А А: В1С1 
КА такъ, чтобы НИХЪ 
А“ с А, у 
| совм$стились равные 
Черт. 56. катеты ВСи В.С,. 


Тогда, по равенству прямыхъ угловъ, С.А пойдеть по С\А+. 
При этомъ гипотенуза АВ не можетъ не совмЪетиться съ гипо- 
тенузой А.В;, потому что если бы она заняла положен1е А.В, 
или. АзВ:, то тогда мы имфли бы двЪ равныя наклонныя (.4.Б\ 
и А.В:, или А.В, и А.В), которыя не одинаково удалены отъ 
основан1я перпендикуляра, что невозможно (59, 2). 


ГЛАВА М. 


Свойство перпендикуляра, проведеннаго къ прямой 
черезъь ея середину, и свойстве биссектриесы ‘угла. 


63. Теоремы. 1°. Если какая-нибудь точка одинаково уда- 
лена отъ концовъ отрфзка прямой, то она лежитъ на перпенди- 
кулярЪ къ этому отрфзку, проходящемъ черезъ его середину. 

20. Обратно: евли какая-нибудь точка лежитъ на перпенди- 
куляр$- къ отрфзку прямой, проходящемъ черезъ его середину, 
то она одинаково удалена отъ концовъ этого отрфзка. 
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1°. Пусть точка М (черт. 57) одинаково удалена отъ концовъ 
отр$зка прямой АВ, т.-е. пусть МА=МВ; требуется доказать, 
что точка М лежить на перпендикуляр®, проведенномъ къ 
прямой АВ черезь ея середину. — Проведемъ биссектрисеу 
МО угла АМВ. Такъ какъ тр-кь АМВ равнобедренный, то эта 
биссектрисса служить въ ней вы- 
сотою и медланою (38); значить, точ- 
ка М лежить на перпендикуляр$ къ 
прямой АВ, дБлящемъ ее пополамъ. 

2°. Пусть ОМ (черт. 57) есть пер- 
пендикуляръ, проведенный къ отр%з- 
ку АВ черезъ его середину, и М какая- 
нибудь точка на немъ; требуется 
доказать, что эта точка одинаково Черт. 57. 
удалена отъ концовъ АВ, т.-е. что МА=мМВ. — Прямыя МА 
и МВ суть наклонныя къ АВ, одинаково удаленныя отъ осно- 
ван1я перпендикуляра МО; а такля наклонныя равны; слЪд., 
МА=мВ. 

64. СлЪдетв!е. Изъ двухь доказанныхь теоремъ, пря- 
мой и обратной, можно вывести слЪдетв1е, что теоремы, про- 
тивоположныя имь, также в*%рны (4), т.-е. что (черт. 88): 

если какая-нибудь точка . 
(М) не одинаково удалена 
отъ концовъ отр$зка прямой 
(АВ), то она не лежить 
на перпендикуляр® (СО) къ 
этому отр$зку, проведенномъ 
черезъ. его середину (0); 

если какая-нибудь точка 
не лежить на перпендику- 
ляр$ къ отрЪзку прямой, 
проведенномъ черезъ его сере- 
дину, то она не одинаково 
удалена оть концовъ этого Черт. 58. 
отр$зка. 


Предлагаемъ учащимся самимъ доказать эти противополож-. 
ныя предложен1я (разсужден1емъ оть противнаго).. 
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65: Теоремы. 1°. Если какая-нибудь точка одинаково . уда- 
лена отъ сторонъ угла, то она лежитъ на его биссектриссЪ. _ 
20. Обратно: если какая-нибудь точка лежитъ на биссектриссЪ 
угла, то она одинаково удалена отъ его сторонъ. 
1°. Пусть точка М (черт. 59) одинаково удалена оть сторонъ 
угла АВС, т.-е. пусть перпендикуляры МЕ и МЕ, опущенные 
изъ этой точки на стороны угла, равны; требуется доказать, что 
точка М лежить на бис- 
сектрисс угла АВС. — 
Проведемъ прямую черезъ 
Ви М. Прямоугольные тре- 
угольники МВЕ и МВЕ 
равны, такъ какъ у нихъ 
общая гипотенуза и ка- 
тетгы МЕ, МЕ равны по 
услов1ю. Изъ равенства 
тр-ковъ  слфдуеть, что 
/ МВЕ= / МВЕ, т.-е. прямая МВ есть биссектрисса угла АВС. 
2”. Пусть ВХ (черт. 59) есть биссектрисса угла АВС, и М 
какая-нибудь точка на ней; требуется доказать, что перпен- 
дикуляры МЕ и МЕ, опущенные изъ этой точки на стороны 
угла, равны.— Прямоугольные тр-ки МВЕ и МВЕ равны, 
такъ какъ у нихь общая гипотенуза, и углы МВЕ, МБЕ равны 
по услов1ю. Изъ равенства тр-ковъ слфдуетъ, что МЕ=МЕ *). 
66. СлБдстве. Изъ двухь доказанныхъ теоремъ, пря- 
мой и обратной, можно вывести сл$детв1е, что теоремы, пр о- 
ТИВОПОЛОЖНЫЯ ИМ 
также вЪрны, т.-е., что 
(черт. 60): 
` если какая-нибудь точ- 
ка (М) не одинаково уда- 
лена отъ сторонъ угла 
(АВС), то она не лежить 
Черт. 60. на его биссектриссЪ (ВР); 
если какая-нибудь точ- 


В 


Черт. 59. 


*) Предлагаемъ самимъ учащимся разсмотрЪть свойства точекъ, 
одинаково удаленныхъь отъ продолжент!й сторонъ угла (за 
вершину). 
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ка не лежитъ на биссектриссЪ угла, то она не одинаково 
` удалена отъ сторонъ его. 

67. Геометрическое м$сто. Геометрическимъ м$- 
стомъ точекъ, обладающихъ нЪфкоторымъ свойствомъ, наз. такая 
лин1я, или поверхность, или совокупность линЙ и поверхностей 
(вообще такая фигура), которая содержитъ въ себ вс№ точки, 
обладаюция этимъ свойствомъ, и не содержить ни одной точки, 
не обладающей имъ. 

Изъ теоремъ предыдущихъ параграфовъ сл$дуетъ: 

Геометрическое м$сто точекъ, одинаково удаленныхъ отъ 
двухЪ данныхЪ точекъ, есть перпендикуляръ, проведенный къ 
отрфзку прямой, соединяющему эти точки, чрезъ его середину. 

Геометрическое м5сто точекъ, одинаково удаленныхъ отъ 
сторонъ угла, есть биссектрисса этого угла *). 


ГЛАВА У. 
Оеновныя задачи на построение. 


68. Понятше объ окружности. Теоремы, доказан- 
ныя нами въ предыдущихь главахъ, позволяють р®шать н%Ъ- 
которыя задачи на построенте. Замфтимъ, что въ эле- 
ментарной геометр1и разсматриваются только такля построея, 
которыя могуть быть выполнены помо- 
шью линейки и циркуля (упо- В 
треблен1е наугольника и н$которыхъ С 
другихъ приборовъ хотя и допускается 
ради сокращеня времени, но не 
составляетъь необходимости). Посред- 
ствомъ линейки проводятся Прямыя 
лиши, посредствомъ циркуля чертится “ 
окружность. Свойства этой лини Черт. 61. 
мы раземотримт впослЪЗдетв1и, теперь же ограничимся только 
краткимъ понят1емъ о ней. 


*) Предлагаемъь самимъ учацтимся убЪдиться, что геометрическое 
мЪето точекъ, равнсотетоящихъ отъ двухъ пересзкаюцгихся прямыхъ, 
состоитъ изъ двухъ прямыхъ, двляшихъ пополамъ углы, образованные 
пересвкаюцгимися прямыми. 
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Если дадимъ пиркулю произвольное растворен1е и, поставивъ 
его ножку съ остреемь въ какую-нибудь точку О (черт. 61), 
станемъ вращать циркуль вокругь этой точки, то другая его 
ножка, снабженная карандашомъ или перомъ, опишеть непре- 
рывную лин!ю, которой вс% точки одинаково удалены оть точки 0. 
Эта, линия наз. окружностью, а точка О — центромъ ея. 
Прямыя ОА, ОВ,ОС..., соединяюпия центртъ съ какими-нибудь 
точками окружности, наз. рад1усами. Ве$ радлусы одной 
окружности равны между собою. Часть окружности, напр., 
АВ (черт. 61), наз. дугою. 


69. Основныя задачи на построене. Укажемъ 
ршен1е слвдующихь задачъ на построене. 


Задача 1. Построить треугольникъ по 
даннымъ его сторонамъ а, Бис (черт. 62). 

На какой-нибудь прямой ММ откладываемъ часть СВ, рав- 
ную одной изъ 
данныхь — сто- 
ронъ, напр. а. 
Изъ точекъ Си 
В, какъ  цен- 
тровъ,  описы- 
ваемъ двЪ не- 
большшя дуги, 

Черт. 62. | одну радлусомъ, 

равнымъ 6, дру- 

гую рад!усомъ, равнымъ с. Точку А, въ которой эти дуги пере- 

сфкаются, соединяемъ .съ В и С. Треугольникь АВС будетъ 
искомый... “ 


Зам чанНе. Невсяк!е три отр$зка прямой 
могутъ служить сторонами треугольника; 
для этого необходимо, чтобы больший изъ нихь быль меньше 
суммы двухъ остальныхъ (52). 


Задача 2. На даннойпрямой ММ№при данной 
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на ней точк$ О построить уголъ, равный 
данном" углу АВС (черт. 63). 


С 


Изъ вершины В, какь центра, описываемъ произвольнымъ 
радусомъ между сторонами даннаго угла дугу ЕР; затЪмЪъ, 
не измфняя растворенля циркуля, переносимъ его острее въ 
точку О и описываемъ дугу РФ. Дал$е, изъ точки Р, какъ центра, 
описываемъ дугу аб рад!усомъ, равнымъ разстоян1ю между 
точками Еи РЕ. Наконець черезъ точки О и В (пересЪчене 
двухъ дугь) проводимъ прямую. Уголь ВОР равенъ углу АВС, 
потому что тр-ки ВОР и ЕВЕ, имЗюпие соотв$тетвенно равныя 
стороны, равны. 

Задача 3. Разд лить 
данный уголъ АВС по- 
пополамъ (черт. 64). 

Изъ вершины В, какьъ 
центра, произвольнымъ раду- 
сомь  опишемъ между сторо- 
нами угла дуту ОЕ. ЗатЪмъ, 
взявъ произвольное  раетво- 
рен1е пиркуля, большее, однако 
половины разстоян1я между точ- Черт. 64. 
ками Е и Л (см. зам чане къ за- 
дач 1-й), описываемъ этимъ растворенемъ изъ точекь ри Е 
неболышя дуги, которыя перес$кались бы въ какой-нибудь 
точкз ЕР. Проведя прямую ВЕ, мы получимъ биссектриссу 
угла АВС.—Для доказательства соединимъ прямыми точку 
ЕсъПи Е; тогда получимъ два тр-ка ВЕР и ВЕ, которые равны, 
такъ какь у нихъ ВЕ общая сторона, Вр=БЕ и рЕ=ЕЁЕ` по 
построеню. Изъ равенства тр-ковъ слФдуетъ: ДАВЕ-=ХСВЕ. 


А. Киселевъ. Геометрия. 4 
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Задача 4. Изъ данной точки С прямой АВ 
возставить къ этой прямой перпендику- 


ляръ (черт. 65). 


А С 


Черт. 65. 


Отложимъь на АВ по обЪ 
стороны отъ данной точки С 
равные отр%зки (произвольной 
длины) СО) и СЕ. Изъ точекъ 
Е и ПО однимъ и тЪмъь же ра- 
створен1емъ  циркуля  (боль- 
шимъ однако С1)) опишемъ двъЪ 
небольния дуги, которыя пере- 
сЪкались бы въ н%которой точ- 
къ Р. Прямая, проведенная че- 


резъ точки Си РЕ, будетъ искомымъ перпендикуляромъ.—ДЪй- 
ствительно, какъ видно изъ построен1я, точка Е одинаково 
удалена оть ри ЕЁ; слЪд., она должна лежать на перпендику- 
ляр%, проведенномъ къ отрзку ОЕ черезъ его середину (63); 
но середина, этого отр%зка есть С, а черезъ Си ЕЁ можно провести 
только одну прямую; значить, ОС ОЕ. 
Задача 5. Изъ данной точки А опустить пер- 
пендикуляръ на данную прямую ВС (черт. 66). 
Изъ точки А, какъ центра, произвольнымъ растворен1емъ цир- 
/ куля (большимъ однако разстоян!я отъ А до ВС) опишемъ такую 
дугу, которая пересЪкалась бы съ ВС въ какихъ-нибудь двухъ точ- 
кахъ Ри Е. Затмъ изъ этихъ точекъ произвольнымъ, но однимъ 


А 


Черт. 66. 


и тЪмъ же, растворенлемъ 
циркуля (большимъ однако 
1, РЕ) проводимъ двЪ не- 
болышя дуги, которыя пере- 
сЪкались бы между собою въ 
‘С нЗкоторой точкё ГР. Прямая 
АЕ будетъ искомымъ перпен- 
дикуляромъ.— ДЪйствитель- 
но, какъ видно изъ построе- 
н1я, каждая изъ точекъ 4 и 
К одинаково удалена отъ 
Ри Е; а такя точки ле- 
жатъ на перпендикулярЪ, 


проведенномъ къ отрЪзку ПЕ черезъ его середину (63). 
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Задача 6. Провести перпендикуляръ къ 
данной конечной прямой (4 В) черезъ ея 
середину (черт. 67). 

Изъ точекь А и В произвольнымъ, но динаковымьъ, раество- 
ренемъ циркуля (ббльшимъь И, АВ) 
описываемъ двЪ дуги, которыя пере- 
с$кались бы между собою въ н%кото- 
рыхъ точкахъ Си Ш. Прямая СЛ будеть 
искомымь  перпендикуляромъ. — ДЪИ- 
ствительно, какъ видно изъ построеня, 
каждая изъ точекь Си Ш одинаково 
удалена оть А и.Б; сл$д., эти точки’ 
должны лежать на перепендикулярЪ, 
проведенномъь къ отрЪзу АВ черезъ 
его середину (63). | Черт. 67. 


Задача 7.РаздЪ лить пополамъ данную ко- 
нечную прямую АВ (черт. 67). 


Р%$шнается такъ же, какъ предыдущая задача. 


ТО. Прим ръ болЪе сложной задачи. При помощи 
этихъ основныхъ задачъь можно рёшать задачи боле сложныя. 
Для примЗра рёшимъ слдующую задачу. 


Задача. Построитьтреугольникъ, зная его _ 
основанте 5, уголъ а, прилежащий къ осно- 
ван1ю, и сумму $ двухъ боковыхъ сторонъ 
(черт. 68). 


Чтобы составить планъ р$шен1я, предположимъ, что задача 
р»шена, т.-е. найденъ такой тр-никь АВС, у котораго осно- 
ван1е АС=, уголь А=а и АВ--ВС=з. Разсмотримъ теперь 
полученный чертежъ. Сторону АС, равную 6, и уголъ А, равный 
а, мы построить умЗемъ. Значитъ, остается найти на сторон АО 
угла А такую точку В, чтобы сумма АВ--ВС равнялась $. Про- 
долживъ АВ, отложимъ отрЗзокъ АО, равный $. Теперь вопросъ 
приводится къ тому, чтобы на прямой АЛ отыскать такую точку В, 
которая была бы одинаково удалена оть Си О. Такая точка, 
какъ мы знаемъ (63), должна лежать на перпендикуляр$, про- 
веденномъ къ отр%зку прямой СЛ черезъ его середину. 
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Этоть перпендикуляръ мы построить умБемъ. Точка В най- 
дется въ пересВчен1и перпендикуляра съ АР. 


| г Итакъ, воть рЪшене 
| | задачи: строимъ (черт. 68) 
ИИ ПОНИ ея уголь А, равный данному 


углу а; на сторонахъ его 
откладываемь АС=6б и 
А)=5. Черезъ середину 
отр$зка прямой ПС про- 
водимъь  перпендикуляръ 
ВЕ; пересЁчен1е его съ 
АО, т.-е. точку В, соеди- 
нимъ съ С. Тр-никь АВС 
будетъ искомый, такъ какъ онъ удовлетворяетъ вс$мъ требова- 
н1ямъ задачи: у него 40 =, СДА=аи АВ-ВС==, (потому что 
Вр=ВО). 

Разсматривая построен1е, мы зам$чаемъ, что задача возможна 
не при всякихъ данныхъ. ДЪйствительно, если сумма $ задана 
слишкомъ малою сравнительно съ то перпендикуляръ ЕВ 
можеть и не пересчь отр$зка АД (или пересЪчетъ его продол- 
жене за точку А или за точку О); въ этомъ случа$ задача, ока- 
жется невозможной. И. независимо оть построенля 
можно видЪть, что задача невозможна, если 5<Ъ, или з=5, 
потому что не можеть быть такого треугольника, у котораго 
сумма двухъ сторонъ была бы меньше или равна третьей сторонЪ. 

Въ томъ случа, когда задача возможна, она имЪетъ только 
одно р%$шенте, т.-е. существуетъ только одинъ тр-никъ, 
удовлетворяюцИЙ требован1ямъ задачи, такъ какъ пересЪчение 
перпендикуляра ВЕ съ прямой АД можетъ быть только въ одной 
точкз. 


Черт. 68. 


71. ЗамЪчане. Изъ приведеннаго примфра видно, что 
р%шен1е сложной задачи на построен1е состоитъ изъ сл$Здую- 
щихъ четырехъ частей: 


1°. Предположивъ, что задача р$шена, дёлають оть руки 
приблизительный чертежъь искомой фигуры и затфмъ, внима- ^ 
тельно разсматривая начерченную фигуру, стремятся найти 
тавя зависимости между данными задачи и искомыми, . кото- 
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рыя позволили бы свести задачу на друшя, извЗетныя ранФе. 
Эта, самая важная часть р$шен1я задачи, имЪБющая цЪлью со- 
ставить планъ р%зшетя, носитъ назван1е анализа. 

2°. Когда такимъ образомъ планъ р$шен1я найденъ, выпол- 
няютъ сообразно ему построенте. 

3°. Для провЪрки правильности плана доказываютъ 
затЪмъ, на основании извзетныхъ теоремъ, что полученная 
фигура удовлетворяеть вс&мъ требован1ямъ задачи. Эта часть 
р$шен1я называется синтезомъ. 

4°. Зат$мъ задаются вопросомъ, при всякихъь ли данныхъ 
задача возможна, допускаетъь ли она одно р$шен1е, или нЪ- 
сколько, и нЪтъ ли въ задачЪ какихъ-либо особенныхъ случаевъ, 
когда построен1е упрощается, или, наобороть, усложняется. 
Эта часть ршеня наз. изесл дован1емъ задачи. 

Когда задача весьма проста и не можетъ быть сомнзня отно- 
сительно ея возможности, то обыкновенно анализъ и изел$до- 
ван1е опускають, а указывають прямо построене и приводятъ 
доказательство. Такъ мы дЪлали, излагая р$шен1е первыхъ 
`7-ми задачъ этой главы; такъ же будемъ дЗлать и впослдетвли, 
когда намъ придется излагать рЪшен1е несложныхь задачъ. 


УПРАЖНЕНТЯ. 
Доказать теоремы. 


5. Въ равнобедренномъ треугольник двЪ мед1аны равны, дв 
биссектриссы равны, двЪ высоты равны. 

6. Нсли изъ середины каждой изъ равныхъ сторонъ равнобедрен- 
наго тр-ка возставимъ перпендикуляры до пересЪчен1я съ другою 
изъ равныхъ сторон%, то эти перпендикуляры равны. 

7. Перпендикуляры, возставленные къ двумъ сторонамъ. угла 
на равныхъ разстоянйяхъ отъ вершины, пересЪкаются на биссектрисс3. 

8. Прямая, перпендикулярная къ биссектриссЪ угла, отсЪкаетъ 
отъ его сторонъ равные отр$Ззки. 

9. Мед1ана тр-ка меньше его полупериметра. 

10. Мед1ана тр-ка меньше полусуммы сторонъ, между которыми 
она заключается. Указант1е : продолжить мед1ану на разстояне, 
равное ей, полученную точку соединить съ однимъ концомъ стороны, 
къ которой проведена мед1ана, и разсмотрЪть образовавшуюся фигуру. 

10.4. Сумма медланъ тр-ка меньше периметра, но болыше полу- 
периметра. | 

11. Сумма разстоян]й какой-нибудь точки, взятой внутри тр-ка, 
отъ трехъ его вершинъ меньше периметра, но больше полупериметра. 
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11а. Сумма д1агоналей четыреугольника менышё его перимётра, 
но ле полупервиметра. 

. Доказать прямо, что всякая точка, не лежалая на перпенди- 
 прлярь, проведенномъ къ отрЪзку прямой черезъ его середину, не 
одинаково удалена отъ кониовъ этого отр3Ъзка. . 

13. Доказать прямо, что всякая точка, не лежащая на биссектрисс® 
угла, не одинаково отстоитъ отъ сторонъ его. 

13,а. Если на сторонахъ угла А отложимъ равныя длины АВи АВ,, 
затЪмъ равныя длины АСи АС,, то прямыя ВС, и В, С пересЪкалотся 
на биссектриссВ угла А. 


Задачи на построене. 


14. Построить ёумму двухъ, трехъ и болЪе данныхъ угловъ. 

15. Построить разность двухъ угловъ. 

16. По данной суммЪ и разности двухъ угловъ ‘найти эти углы. 

17. РаздЪлить уголъ на 4, 8, 16 равныхъ частей. 

18. Черезъ вершину даннаго угла провести вк его такую прямую, 
которая со сторонами угла образовала бы равные углы. 

19. ПостроитьД: а) по двумъ сторонамъ и углу между ними; Ъ) по 
сторонз и двумъ прилежашимъ угламъ; с) по двумъ сторонамъ и углу, 
лежащему противь ббльшей изъ нихъ; 4) по двумъ сторонамъ и 
углу, лежащему противъ меньшей изъ нихъ (въ этомъ случаЪ полу- 
чаются два рьшен1я или ни одного). - 

20. Построить р, в нобедренный Л: а по основанйю и 
боковой сторонЪ; Ъ) по основанйю и прилежащему углу; с) по боковой 
сторонз и углу при вершинЪ: 9) по боковой. сторон и углу при осно- 
вани. 

21. Построить прям Го угольный ДЛ): а) по двумъ катетамъ; 
Ъ) по катету и гипотенузЪ; с) по катету и прилежащему острому углу. 

22. Построить р авнобедренный ДЛ: а) по высот и боковой 
сторонЪ, Ъ) по высот и углу при вершин; с) по основан1ю и перпен- 
дикуляру, опушенному изъ конца основанйя ца боковую сторону. 

23. Построить прямоугольный ЛА по гипотенузЪ и острому углу. 

24. Черезъ точку, данную внутри или внЪ угла, провести такую 
‘прямую, которая отсЪкала, бы отъ сторонъ угла равныя части. 

25. По данной суммЪ и разности двухъ прямыхъ найти эти прямыя. 

26. Раздълить данную конечную прямую на 4, 8, 16 равныхъ 
частей. | 

27. На данной прямой найти точку, одинаково удаленную отъ двухъ 
данныхъ точекъ (вн прямой). | 

28. Найти точку равноотстояцгую отъ трехъ вершинъ^. 

29. На прямой, пересвкающей стороны угла, найти точку, оди- 
наково удаленную отъ стороинъ этого угла. 

30. Найти точку, одинаково удаленную отъ трехъ сторонъ Л. 

31. На безконечной прямой АВ найти такую точку С, чтобы полу- 
прямыя СМ и СМ, проведенныя изъ С черезъ данныя точки М и М, 
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расположенныя по одну сторону отъ АВ, составляли съ полупрямыми 
СА и СВ равные углы. 

32. Построить прямоугольный Л по катету и сумм гипотенузы съ 
другимъ катетомъ. 

38. Построить Л по основан1ю, углу, прилежащему къ основан1ю, 
и разности двухъ другихъ сторонъ (разсмотрЪть два случая: 1) когда 
дань меньш1й изъ двухъ угловъ, прилежащихъ къ основан1ю, 
2) когда дань больш!йЙ изъ нихъ). 

34. Построить прямоугольный ДЛ по катету и разности двухъ дру- 
гихъ сторонъ. ” 


ГЛАВА \1. 
Параллельныя прямыя 


Основныя теоремы. 

"2. Опредвлене. Когда как1я-нибудь двЪ прямыя АБ и 
СТ (черт. 69) перес$чены третьей прямой ММ, то образова- 
вппеся при этомъ углы получаютъ 
попарно слёдуюцщйя названя: 

соотв $ тственные. углы: 
1и5, 4и8З, Зиб6, ЗИ Т; 

внутренн1е накрестъ ле- 
жащте углы: Зи 5, 4 и 6; 

вн шн!е накрестъ лежа- 
щ1е углы: 1и7,2и8; 

внутренне односто - 
роннт1е углы: 3и6, 4и5; 

вн шн1е односторон- м. 
н1е углы: ти 8,2 и 7. Черт. 69. 

73. Лемма. *) Если между углами, образовавшимися при 
пересфченни двухъ прямыхъ третьею (черт. 69), существуетъ 
какое-нибудь одно изъ слфдующихъ 5-и соотношенй: 

1°, соотвфтетвенные углы равны, 

2%, внутренне накрестъ лежащ!е углы равны, 

3°, внЪшне накрестъ лежащ!е углы равны, 

40, сумма внутреннихъ одностороннихъ угловъ равна 24, 

5%, сумма внфшнихъ одностороннихъ угловъ равна 24, 
то существуютъ и вс остальныя изъ этихъ соотношений. 

_ Сначала докажемъ, что первое изъ указанныхь соотно- 
шен1й влечетъ за собою, какъ слЪдетв!е, вс остальныя; послЪ 


- *) Леммою наз. вспомогательная теорема, излагаемая только 
для того, чтобы при ея помоши доказать посл$дуюция теоремы. 
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этого доважемъ, что, обратно, каждое изъ этихъ остальныхъ 
соотношен1й (т.-е. 9-е, 3-е, 4-е и 5-е) влечеть за собою первсе; 
отсюда мы заключимъ, что каждое изъ указанныхъ с00т- 
ношен1й влечетъ за собою ве остальныя. 

1) Пусть дано, что соотв тственные углы 2 и 6 равны между 
собою (черт. 70); требуется доказать, что въ такомъ случа$ 
будуть имЪть место и вс$ остальныя указанныя соотношенля. 

Прежде Всего покажемъ, что 
равенство одной пары соотвзт- 
ственныхъ Угловъ, напр. угловъ 
2 и 6, влечеть за собою равен- 
ство и всЗхъ остальныхь паръ 
соотвфтственныхъ угловъ. ДЪИ- 
отвительн0о, /4= 8, такь 
какъ первый изъ этихъ угловъ 
равенъ углу 8, а второй— углу 6, 
какъ вертикальный: / 1= 5, 
‚Такъ какъ эти углы составляютъь 
дополнезия до 24 къ равнымъ угламъ зи 6: по той же причин 
Из=и т. | | , 

Обращая теперь вниман1е на внутренн1е накресть лежашле 
углы, находимъ: Д 4 = С. 8, какь углы вертикальные; И?=/6 
по задан1ю: слЪд., (4=/ 6. 

Если же / 4 = ХХ 6, то равны и внутренне накрестъ лежа- 
пе углы Зи 5, какъ дополнен1я до 24 къ равнымъ угламъ 4 и6. 

Обращая внимане на внзшн!е накресть лежапие углы, нахо-. 
димъ: /8=/6, какь углы вертикальные; /6=/2 по заданю; 
слзд. /8=/ 9. 

Если же /2=/8, то равны и друйе внЪшее односторон- 
н{е углы 1 и 7, какъ дополнен1я до 24 къ равнымъ угламъ 2 и 8. 


Черт. 70. 


Обращая вниман1е на внутренне односторонне углы, нахо- 
димъ: /3-+-/2=24, такь какъ эти углы смежные. Замнивъ 
въ этой ‘сумм уголь 2 равнымъ ему угломъ 6, получимъ: 
Из И6в=24. Точно такь же: 24-+Дл=24, 1=5; сл. 
ХА+И5=94. _ 


Обращая, наконецъ, внимане на внфшн1е односторонне 
углы, совершенно такъ же, какъ это было сдЪлано для внутрен-. 
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нихь одностороннихь угловъ, докажемъ, что 427+..2=24 и 
(8+ л=94. | 

9) Докажемъ теперь, что каждое изъ соотношенй: 2-е, 3-е, 
4-е и 5-е влечетъ за, собою соотношене 1-е. 

Пусть, напр., дано (черт. 70), что 2-Хл=94; требуется 
доказать, что соотв тственные углы 2 и 6 равны. ДЪйствительно, 
Ит+-(в=94, такъ какъ углы эти смежные; но 2--7=24 
по заданю:; слёд., (71+ Дв=ДР-+СТ. Отнявъ оть этихъ рав- 
ныхъ суммъ по одному и тому же углу 7, получимъ И в=( 2. 

Подобно этому докажемъ, что и любое иное изъ соотношений: 
2-е, 3-е, 4-е и 5-е влечетъ за собою соотношенте 1-е. 

3) Теперь заключаемъ, что каждое изъ 5-ти указанныхъ соот- 
ношенй влечеть за собою всЪ остальныя, такъ какъ каждое 
влечетъ 1-е, а это влечетъ вс остальныя. 

94. Теорема. Два перпендикуляра къ одной и той же пря- 
мой не могутъ пересфчься, сколько бы мы ихъ ни ‘продолжали. 

Пусть къ одной и той же пря- м 
мой АВ (черт. 71) проведены два 
перпендикуляра СЛ и ЕЁ; тре-  \ 
буется доказать, что эти пер- , 
пендикуляры не перес$каются, 
сколько бы мы ихь ни продол- 
жали. 

Предположимъ противное, т.-е 
что прямыя СШ и ЕР, будучи А В 
продолжены достаточно далеко, 
перескаются въ нФкоторой точ- 
кз М (или М”. Тогда изъ этой 


з 9 
точки на прямую АВ были бы р р 
опущены 2 различные перпен- 
дикуляра. Такъ какъ это невоз- `/ 
/ 
можно (32), то нельзя допустить, УМ 


чтобы перпендикуляры СДи ЕЁ 
гдё-нибудь перес$кались. 

15. ОпредБлеёе. Дв$ прямыя наз. парал- 
лельными, если, находясь въ одной пло- 
скости, он не перес$ каются, сколько бы 
ихъ ни продолжали. 


Черт. 71. 
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Возможность существован1я паралелльныхъ прямыхь обна- 
руживается предыдущей теоремой, которую теперь можно вы- 
сказать такъ: 

два перпендикуляра къ одной и той же прямой параллельны. 

Цараллельность прямыхъ обозначается письменно знакомъ 
‚|, поставленнымъ между обозначенмемъ прямыхъ; такъ, если 
‘прямыя СР и ЕЁ параллельны, то пишуть: СО | ЕЕ. 

‚Предыдущая теорема, показывая возможность существо- 
ван1я параллельныхъ прямыхъ, выражаеть одинъ изъ призна- 
ковъ параллельности (перпендикулярность къ 04 
ной и той же прямой). Сл$дующая теорема выражаетъь еще дру- 
- 1е признаки параллельности. 

16, Теорема. Если при пересфчен!и двухъ прямыхъ какою- 
нибудь третьею прямой окажется, что: 

’.1°, соотвфтетвенные углы равны; 

или 2°, внутренне накресть лежащ!е углы равны, 

или 39, вуБшн!е накрестъ лежащ!е углы равны; 

или 4°, сумма внутреннихъ одностороннихъ угловъ равна 24, 

или 5°, сумма внфшнихъ одностороннихъ угловъ равна 24, 
то первыя двЪ прямыя параллельны. 

Мы видЪли (73,) что если существуетъ какое-нибудь одно 
Изъ 5-ти соотношен1й, перечисленныхъ въ теоремЪ, то суще- 
` ствують и всЪ остальныя. Поэтому намъ достаточно обнару- 
жить, что прямыя АВ и ОГ (черт. 72) параллельны при суще- 
ствованйти какого-нибудь одного изъ этихъ соотношен1й. Пусть, 
напр., дано, что соотвЪтственные углы 2 и 6 равны; требуется 
доказать, что въ такомъ случаз АВ | СР.—Предположимъ 
противное, т.-е. что прямыя АВ и СО не параллельны; тогда 


эти прямыя перес$- 
кутся въ какой-ни- 

будь точкз ОР, ле- 
`` кащей направо оть 
..-”_ ММ, или въ какой- 
нибудь точк® Р”, ле- 

жащей пал$во оть 

ММ. Если перес%че- 
Черт. 72. н1е будетъ въ Р, то 

образуется тр-къ, въ которомъ (2 будеть внзшнимь, а И 6 
внутреннимъ, не смежнымь съ внЗшнимЪ угломъ 2, и, значить, 


` 
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тогда 2 долженъ быть больше Дб (45), что противорЗчить 
задан1ю: значитъ, пересЪчься въ какой-нибудь точк$ Р, лежащей 
направо оть ММ; прямыя АВ и СР не могуть. Если предполо- 
жимъ, что пересВчене будеть въ точкВ Р’, то тогда образуется 
тр-къ, у котораго ДА, равный 2; будеть внутреннимь, ав 
внЪшнимъ, не смежнымъ съ внутреннимь 4; тогда Д 6 долженъ 
быть больше {4 и, слёд., больше [2, что противор®чить зада- 
ню. Значить, прямыя АВ и СЛ не могуть перес®чься И ВЪ ТОЧЕК, 
лежащей налЪво оть ММ; слЪд., эти прямыя нигд не перес$- 
каются, т.-е. он параллельны. | 


х 


17. Теорема. Черезъ всякую точку, лежащую вн прямой, 
можно провести параллельную этой прямой. | 


Цана прямая АВ (черт. 73) и какая-нибудь точка С, лежащая 
внЪ этой прямой; требуется доказать, что черезъ точку С можно 
провести прямую, параллельную 
АВ.——Черезъ какую-нибудь точку 
р прямой АВ. и черезъ точку С 
проведемъ прямую СП. Эта’ пря- 
мая образуетъ.съ АВ н®который 
уголъ а. Построимъ при точк® С 
уголь 6, равный углу а, располо- 
уживъ его такъ, чтобы онъ оказался 
соотв®тственнымъ углу а. Тогда- | Черт. 73. ° 
прямая СЁ будеть параллельна 
АВ, такъ какъ соотвЪтственные углы @ и р равны (76). 


8. Замъчан!е. Такъ какъ точку Г на прямой АВ 
(черт. 73) мы можемъ брать произвольно, то построен1й, по- 
добныхъ указанному, можеть быть | й 
выполнено сколько угодно. При 
`этомь возникаеть вопросъ, 0у- 
деть ли при. разныхъ построе- 
н1яхь всегда получаться одна и 
та же прямая СЕ, параллельная 
АВ, или могуть получаться и 
друйя  прямыя,  параллельныя 
АВ? 


— 60 — 


Если, напр., вмВсто точки ) мы возьмемъ точку ШО’ (черт. 74) 
и сд$лаемъ для сВкущей СО’ такое же построен1е, какое раньше 
было сдфлано для сФкущей СГ «т.-е. построимъ Ду= а), 
то получится ли при этомъ та же прямая СЁ или окажется н*- 
которая новая прямая СЁ’ Вопрось этоть другими словами 
можеть быть высказанъ такъ: черезъ точку С, взятую вн% прямой 
АВ, можно ли провести только одну прямую, параллельную АВ, 
или несколько? ОтвЪтомъ на этотъ вопросъ служитв\ёлЪдующая 
акс1ома параллельныхъ лин!й. 


Э. АкФома параллельныхъ лин. Черезъ одну и 
ту же точку нельзя провести двухъ различныхъ прямыхъ, па- 
раллельныхъ одной и той же прямой. 

Такъ, если (черт. 74) СЕ | АВ, то всякая другая прямая СЕ’, 
проведенная черезъ точку С, не можетъ быть параллельной АВ, 
т.-е. она при продолжен1и перес$чется съ АВ. 

Доказательство этой не вполн% очевидной истины оказны- 
вается невозможнымъ; ее принимаютъ безъ дока- 
зательства, какъ необходимое допущен1е или тре б 0 
ванте (постулатьъ — робна т. 


ЗО. Слфдсетв\!я.1°. Если прямая (СЕ’, черт. 74) пересЪ- 
кается съ одной изъ параллельныхъ (СЁ), то она пересЪкается 
и съ другой (АВ), 


потому что въ противномъ случа черезъ одну и ту же 
точку С проходили бы двЪ различныя прямыя, параллельныя 
АВ, что невозможно. 


. Если каждая изъ двухъ прямыхъ 4 и В (черт. 75) па- 
 аллельна одной и той же третьей прямой (С), то онф парал- 
лельны между собою. 


ДЪйствительно, если 
предположимъ, что пря- 


| ``„М мыя А и В пересЖкаются 
В ---^ въ нЪФкоторой точкё М, 
с то тогда черезъ эту точку 


проходили `бы двЪ различ- 
Черт. 75. ныя прямыя, параллель- 
ныя (С, что невозможно. 
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8. Теорема. (обратная теоремф 8 76). Если двъЪ парал- 
лельныя прямыя (АВ и СО, черт. 76) перес$чены третьей пря- 
мой (№), то: | | 

19, соотвфтетвенные углы равны; 

20 внутренне накрестъ лежащ!е углы. равны; 

30 вншне накрестъ лежащ!е углы равны; 

4% сумма внутреннихъ одностороннихъ угловъ равна 24; 

5°, сумма вн-шнихъ одностороннихъ угловъ равна 24. 


Достаточно доказать, что параллельность прямыхь АВ и 
СТ влечетъ за собою какое-нибудь одно изъ 5-ти указанныхъ 
соотношен1й, потому что, какъ мы 
видЁли (73), если существуеть одно 
изъ нихъ, То должны  существо- 
вать и вс$ остальныя. 


| я 
Докажемъ, напр., что если АВ | СО, 
то соотв тетвенные углы аи 6 равны. 


Предположимъ противное, т.-е. 
что эти углы не равны (напр., пусть 
а>>5). Построивь / МЕВ:= ХЪЬ, мы 
получимъ тогда прямую 4,В:, не Черт. 76. 
сливающуюся съ АВ, и, сл$д., будемъ 
имЪть 2 различныя прямыя, проходяпля черезъ точку Ё и парал- 
лельныя одной и той же прямой СЛ (именно: АВ || СР согласно 
услов1ю теоремы и А.В, | СР велЪдстве равенства соотв3т- 
ственныхъ угловьъ МЕВ, и Б). Такь какъ это противорЪчитъ 
акс10м параллельныхъ лин, то наше предположен1е, что 
углы а и ® не равны, должно. быть отброшено; остается при- 
нять, что а=6. 


82. СлЪъдетв]е. Перпендикуляръ къ одной изъ двухъ 
параллельныхъ прямыхъ есть также перпендикуляръ и къ 
другой. 


5 


Дайствительно если АВ | СО (черт. 77) и МЕТ АВ, то, во 1, 
МЕ, пересЪкаясь съ АВ, пересвкается и съ СО въ н$зкоторой 
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гоякз Р (80, 1 °); во 2, соотв тетвенные углы а и Ь равны. Но уголь 
а прямой; значить и уголь. ь прямой, 

т.-е. МЕТ ОР. 

83. Признаки непарал-. 
лельности прямыхъ. —Изъь 
двухъ теоремъ: прямой, выражаю- 

‘’щей признаки параллельности (76), 
и ей обратной (81), можно вывести 
заключен1е, что противополо- 
жныя теоремы также вЗрны, 

” т.-е. что | | 

Черт. 77. если при пересвчен1и двухъ пря- 
мыхьъ третьею окажется, что: 1”, соотвфтственные углы не 
равны, или 2°, внутренв1е накресть лежапие углы не 
равны, и Т. д., то прямыя не параллельны; 

если дв прямыя не параллельны, то при пересВчен1и 
ихъ третьею прямой: 1°, соотвзтственные углы не равны, 
2°, внутренне накресть лежапие углы не равны, и т.д. 

о Изъ этихь признаковъ непараллельности (легко доказы- 
ваемыхъ способомъ отъ противнатго) полезно обратить о60бое 
вниман{е на слЗдуюцщий: 

если сумма внутреннихъ одностороннихъ у гловъ аи 6, 
черт. 78) не равна 24, то прямыя (АВи СЪ) при дозтаточномъ 

`продолженми пересфкаются, такъ какъ если бы эти прямыя не 

пересВкались, то онЪ бы- 

ли бы параллельны, и 

тогда сумма внутреннихъ 
одностороннихъ угловъ 
равнялась бы 24 (81), что 
противор$ чить услов1ю. 
Это предложен1е (допол- 
ненное утвержден1емъ, что 

Черт. 78. прямыя перес$кутся по ту 

сторону отъ с3кущей лини, по которой сумма внутреннихъ 
одностороннихь угловъ меньше 24) было принято знамени- 
тымъ греческимъ геометромь Эвклидомъ (жившимъ въ 

ПТ вкз до Р. Х.) вь его «Началахъ» геометр1и безъ доказа- 

тельства, ‘какъ акс1ома параллельныхь лишй, и потому оно 
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извфстно подъ именемь постулата Эвклида. ВЬ на-` 
стоящее время предпочитаютъ принимать за такую акс1ому 
боле простую истину, а именно ту, которую мы изложили 
раньше (79). 


Укажемъ еще 2 слЗдуюцие признака непараллельности, 
которые понадобятся намъ впослЗдетв!и: 


|0. Перпендикуляръ (АВ, черт. 79) и наклонная (СО) къ одной 
и той же прямой (ЕР) пересъкаются, 

потому что сумма внутреннихъ одностороннихъ угловъ 1 и2 
не равны 24. 


Черт. 79. Черт. 80. 


20. ДвЪ прямыя (АВи СЪ, черт. 80), перпендикулярныя къ 
двумъ пересфкающимся прямымъ (РЕ и РО), пересфкаются. 


Дъйствительно, если предположимъ противное, т.-е. что 
АВ! СР, то прямая РО, будучи перпендикулярна къ одной 
изъ параллельныхъ (къ СТ), была бы перпендикулярна и къ 
другой параллельной (кь АВ), и тогда изъ одной точки Ё КЪ 
прямой АВ были бы проведены два перпендикуляра: ЕВ и ЕО, 
что невозможно. 


84. Задача. Черезъ. данную точку М про- 
вести. прямую, паралдельную данной пря- 
мой АВ (черт. 81). В 


Наибол%е простое рёшене этой задачи состоить въ слёдую- 
щемъ: изъ точки М, какъ центра, описываемъ произвольнымъ 
рад1усомъ дугу СЛ и изъ точки С т№мъ же ращусомъ дугу МЕ. 
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ЗатЗмъ, давь циркулю растворене, равное разстояню оть Е 
до М, описываемъ изъ точки С небольшую дугу, которая пере- 
сЪкёлась бы съ СЛ въ нфкоторой 
точк$ Р. Прямая МЕ будетъ 
параллельна АБ.— Для доказа- 
тельства проведемъ вспомога- 
_ тельную прямую МС; образо- 
вавппеся при этомъ углы1 и 9 
равны по построен1ю (69, зад. 2); 
Черт. 81. а если внутренне накрестъ ле- 

жаще углы равны, то лини параллельны! | 
Параллельныя прямыя весьма удобно проводятся также 
помощью наугольника и линейки. Приставивъ наугольникъ 


Черт. 82. 


одною стороною (напр., гипотенузой) къ данной прямой АВ, 
прикладываемъ къ другой его сторонЪ (напр., къ длинному 
катету) линейку; зат мъ, придерживая рукой линейку въ этомъ 
положен1и, двигаютъ наугольникь вдоль нея до т%хъ поръ, пока 
сторона его, совпадавшая съ АБ, не пройдеть черезъ точку М: 
посл$ чего проводять вдоль этой стороны прямую. Эта прямая 
будетъ параллельна АБ, такъ какъ соотв$тетвенные углы 1 и 3. 
равны. | 


Углы съ соотвфтственно параллельными или перпенди- 
кулярными сторонами. 


85. Теорема. Если стороны одного угла соотвЪтственно 
параллельны сторонамъ другого угла, то таке углы или равны, 
или въ сумм составляютъ два прямыхъ. 


`-“ 


‚ роны одного угла соотвЪтетвен- 


Разсмотримъ 0с0б0 сл ‹уютще три случая (черт. 83); 

‚ 1°. Пусть стороны угла 1 соотв$Зтотвенно параллельны сто- 
рэнамъ угла 8 и, сверхъ того, имЗють одинаковое на- 
правлен!1е оть вершины (на чертеж$ направлен1я указаны 
стрлками.-—Продолживъ одну изъ сторонъ угла 2 до пере- 
сЪчен1я съ непараллельной ей сто- | 
роной угла 1, мы получимъ уголь 
3, равный и углу 1, и углу 2 (какъ 
соотвЗтственные при  параллель- 
ныхъ), слл., 1=9. 

2°. Пусть стороны угла 1 с00т- 
вБтстБенно параллельны сторонамъ 
угла 4, но имють противоно- 
ложное направлен ! е оть вершины. —Продолживъ объ 
сторопы угла 4, мы получимъ уг. 2, котсрый равенъ углу 1 (по до- 
казанному выше) п углу 4 (какъ вертикальные); с=$д., И4= ДЕ. 

3°. Пусть, наконецъ, стороны угла 1.воотв$тетвенно парал- 
лельны сторонамъ угла 5 или, угла 6, при чемь ДВ Ъ изъ 
этихъ сторонъ. им$ютъ одинаковое на- 
правлен1е, а дв% друг1я противополож - 
ное. Продолживъ одну сторону угла 5 или угла 6, мы по- 
лучимъ уг. 9, который равенъ, по доказанному, углу 1; но 
Кв (или (8)-+/2=94 (по свойству смежныхъ угловз); сл$д., 
и 5 (или (8)--(1=94. 

Такимъ образомъ, углы съ параллельными сторонами ока- 
зываются равными, когда ихъь 
стороны имфють или оди- 
наковое или проти - 
воположное напра- 
вленте отъ вершины; если же. 
это услов1е не выполнено, то 
углы составляють въ сумм 24. 

‘86. Теорема „Если сто- 


но перпендикулярны къ сторо- 
намъ другого угла, то таке 
углы или равны, или въ суммЪ 
составляютъ два .прямыхъ. 


А. Киселевъ. ГеометыЯя. 
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Пусть уголь АВС, обозначенный пыфрою 1 (черт. 84), есть 
одииъ изъ данныхъ угловъ. Проведемъ изъ его вершины двЪ 
вспомогательныя прямыя: ВО ВС и ВЕ ВА. Образованный 
ими уголъ 2 равенъ углу 1 по слфдующей причин®: углы ОВС 
и ЁВА равны, такъ какъ оба они прямые; отнявъ отъ каждаго 
изРВихь по одному и тому же углу ЕВС, получимь: 2=/1. 

Теперь вообразимъ, что намъ данъ гд%-нибудь такой уголъ 3 
(или уг. 4, или уг. 5, или уг. 6), у котораго стороны соотв$т- 
ственно’ перпендикулярны къ сторонамъ угла 1. Тогда стороны 
этого угла будутъ параллельны сторонамъ угла 2 (потому что 
два перпенднкуляра къ одной прямой параллельны); слФд., 
новый уголъ или равенъ углу 2, или составляеть съ нимъ въ 
сумм 24. ЗамЪнивъ уголъ 2 равнымъ ему угломъ 1, получимь 
то, что требовалось доказать. 


87. Замъчане. Если намь заранфе извЪетно, что два 
угла съ соотвЪтственно параллельными или `нёр: икуляр- 
ными сторонами оба. острые, или оба тупые, то 
можемъ утверждать, что так1е углы равны, такъ какъ два 
острыхъ или два тупыхъ угла не могуть. въ суммЪ составить 24. 


`Сумма угловъ треугольника и многоугольника. 


88. Теорема. бумма угловъ всякаго треугольника равна 
двумъ прямымъ. 


‚ Пусть АВС (черт. 85) какой-нибудь треугольникъ; требуется 
доказать, что сумма угловь 4, Ви С равна 34. . 
Продолживъ сторону АС 
В ‚и проведя СЁ! АВ, най- 
Е  демь: СА=ёЕСР (какь 
углы -©оотвЗтетвенные при 
параллельныхъ), С В = 
< («ВОЕ (какь углы накресть 
_ _ лежапие при  параллель- 
р ныхъ); слЪд.: 
Черт. 85. | ДАЧИ В-И0= _ 
ДЕСО-+-СВСЕ+С=24а (26). 
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СлЪдетвя. 1°. ВнЪшни!й уголь треугольника равенъ 
сумм двухь внутреннихь угловъ, не смежныхь СЪ НимЪ 
(такъ, 2ВСр=ДА-ЧС В). 

2°. Если два угла одного треугольника соотв тетвенно равны 
ут угламъ другого, то и третьи углы равны. 

‚ Сумма двухъ острыхъ угловъ прямоугольнаго треуголь- 
ника равна одному прямому углу. 

4°. Въ равнобедренномъ прямоугольномъ тр-к$ каждый “острый 
уголъ равенъ 1/4. 

5°. Въ равностороннемъ тр-к8 каждый уголъ равенъ за 

9. Теорема. Сумма-угловЪъ всякаго выпуклаго многоуголь- 
ника равна двумъ прямымъ, повтореннымъ столько разъ, 
сколько въ многоугольникЪ сторонъ безъ двухъ. 

Взявъ внутри мвогоугольника 
(черт. 86) произвольную точ- 
ку О, соединимъ ее со веЪми 
вершинами. Тогда выпуклый 
многоугольникъ разобьетея на 
столько тр-ковъ, сколько ВЪ 
немъь сторонъ. Сумма угловъ 
каждаго тр-ка равна 24; сл$д., 
сумма угловъ вс$хь тр-ковъ 
равна 24п, если п означаеть 
число сторонъ многоугольника. 
Эта величина, очевидно, превы- 
шаеть сумму угловъ многоугольника на сумму всЪхь ТВхЪ 
угловъ, которые расположены вокругъ точки О; но эта сумма 
равна 44 (26, 2°); слЗд., сумма угловъ многоугольника равна 


24п—44=94 (п—2). 


СлЪдетв!е. При данномъ числ сторонъ сумма угловъ 
выпуклаго многоугольника есть величина постоянная. Такъ, 
сумма угловъ во всякомъ выпукломъ четыреугольникВ равна 
24(4—2)=44; въ пятиугольник =24(5—2)=64; въ шестиуголь- 
ник =24(6—2)=84; и т. д. 


Э0О. Теорема. Если изъ вершины каждаго угла выпуклаго 
многоугольника проведемъ продолжен!е одной изъ сторонъ этого 
угла, то сумма образовавшихся при этомъ вншнихЪ угловъ 

Б* 
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равна четыремъ прямымъ (независимо отъ числа сторонъ много- 

угольника). 

*» Каждый изъ такихъ внёш- 
нихъ угловъ (черт. 87) 60- 
ставляеть дополнен1е до 24 
къ смежному съ нимъ вну-_ 
треннему углу многоуголь- 
ника: слфд., если къ сумм 
вс$хь внутреннихъ Уугловъ 
приложимь сумму  веЪхъь 
внфжнихь угловъ, то полу- 
чимъ Э4п (гд$ п число сто- 
ронъ); но сумма внутреннихъ 

Ч-рт. 87. угловъ, какъь мы видЪли, 
равна 2ап—44; сл$д., сумма внфшнихь угловъ равна: 


24п—(24п—44)=29п—2ап +44 =44: 


СлЪдетв1е. Въ выпукломъ многоугольник не можетъ 
быть болфе 3-хъ внутреннихъ острыхъ угловъ. ДЪйствительно, 
если бы существовало 4 (или бол$е) внутреннихъ острыхъ угла, 
то тогда бы было 4 (или болЪе) тупыхъ внфшнихъ угла, и пс- 
тому сумма всЪхь внфшнихь угловъ мн-ка была бы боле 44, 
что невозможно. | 


0 постулатЪ параллельныхъ линИй. 


91. Легко показать, что такъ называемый 5-й постулатъ 
Эвклида (указанный въ 8 83 этой книги) и постулатъ, принятый 
нами ($ 79) въ основанйе теор1и параллельныхъ линШ (введенный 
впервые англ1Йскимъ математикомьъ Джономъ Пл е йферомъ 
въ 1795 г.) обратимы одинъ въ другой, т.-е. изъ по- 
стулата Плейфера можно вывести, какъ логическое слздотв1е, посту- 
латъ Эвклида (что и сдЪлано въ этой книг, 8 83) и, обратно, изъ этого 
постулата можно логически получить постулатъ Плейфера. ПослЪднее 
можно выполнить, напр., такъ: 


Пусть черезъ точку Е (черт. 88), взятую внз прямой СР, проведены 
как1я-нибудь 2 прямыя АВи 4,В;; докажемъ, исходя изъ постулата 
Эвклида, что эти прямыя не могутъ быть объ параллельны одной и 
той же прямой СО. 
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Для этого проведемъ черезъ Е какую-нибудь сВкуцтую прямую ММ; 
обозначимъ внутренн!е односторонн!е углы, образуемые этого сзкушею 
съ прямыми СР и АВ, буквами т 
аи Ъ, Тогда одно изъ двухъ: или 
сумма а-® не равна 24, или она 
равна 24. Въ первомъ случаЪ 
согласно постулату Эвклида,’ 
прямая АВ должна пересЪчься 
съ Срии, слЪд., она не можетъ 
быть параллельной СБ; во вто- 
ромъ случа сумма а-- ВВ ЕМ 
оказкется не равной 24 (такъ 
какъ уголъ В.ЕМ не равенъ 
углу 'ВЕМ); значитъ, тогда, со- 
гласно тому ке постулату, пря- 
мая А.В; должна пересЪчься 
съ СО и, слЪд., эта прямая 
не можетъ быть параллельной 
(р. Такимъ образомъ, одка 
изъ прямыхъ АВи А.В, непремЪнио окажется непараллельной пря- 
мой СР; слЪд., черезъ одну точку нельзя провести двухъ различныхЪъ 
прямыхъ, параллельныхъ одной и той же прямой. 

92. Сушествуетъ очень много и другихъ предложений, также логи- 
чески обратимыхъ съ постулатомъ Эвклида (и, слЪд., ему логически 
равносильных ъ). Укажемъ, напр., слЪдуюция предложен1я, 
которыя н®которыми извЪстными геометрами ставилиеь въ основан{е 


й 


Черт. 88. 


теор1и параллельныхъ лин: 

Сушествуетъ по крайней мЪрЪ одинъ треугольникъ, у котораго 
сумма угловъ равна 24 (франиузск!Й математикь Лежан дръ, 
въ началЪ ХХ столЪт1я). 

Сушествуотъ выпуклый четыреугольникъ (прямоугольникъ), у ко- 
тораго всЪ четыре угла прямые (французекй математикъ Клодъ 
Клеро, ХУП! стол те). | 

Сушествуетъ треугольникъ, подобный, но не равный, другому 
треугольнику (итальянекй  математикъ Саккери, начало 
ХУИПГ столЪт!я). 

Черезъ всякую точку, взятую внутри угла, меньшаго 24, можно 
провести прямую, пересЪкающую обЪ стороны этого угла (нъменяй 
математикь Лоренциъ, конемъ ХУПГ стол.); и другмя. 

Такъ какъ постулатъ Эвклида и всЪ друг!е, равносильные ему, 
не обладалотъ качествомъ очевидности, то весьма мног!е математики, 
начиная съ древнихъ временъ и до конца первой четверти ХХ столЪыя, 
дЪлали неоднократныя попытки `доказать постулатъ Эвклида 
‘(или какой-нибудь другой, ему равносильный), т.-с. вывести его’ 
какъ логическое слЪдотв!е, изъ другихъ акс1омъ геометруя. Вс эти 
попытки оказались однако ‘неудачными: ВЪ кокдомъ изъ`такихь: «о йа: 
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зательствъ», послЪ подробнаго разбора его, можно было всегда найти 
какую-нибудь логическую ошибку. 


93. Постоянныя неудачи въ поискахъ доказательствъ Эвклидова 
постулата привели нфкоторыхъ матемаликовъ къ мысли, что этотъ 
постувать (или ему равносильный) и не можетъ быть выведенъ изъ 
другихъ акс1омъ геометр1и, а представляетъ собо1о независимое оть 
нихъ самостоятельное допушене о свойствахъ пространства. Впервые 
эту мысль обстоятельно развилъ руссюй математикъ, профессоръ 
Казанскаго ‘университета, Н. И. Лобачевский (1793—1856). 
Въ своемъ сочинен!и «Новыя начала геометр!и», появившемся въ 
1836—1838 годахъ, онъ обнародовалъ особую геометр1ю (названную 
потомь геометр1ей Лобачевскаго), въ основане ко- 
торой положены тЪ же геометричесвщя акс1омы, на которыхъ основана 
геометр1я Эвклида, за исключен1емъ только его постулата параллель- 
ныхъ лин Ш, вмЪсто котораго Лобачевсвй взялъ слфдуюшее допушен!е: 
черезъ точку, лежащую вн $ прямой, можно про-. 
вести безчисленное множество параллель- 

ныхъ этой прямой; 
именно, онъ допустилъ, что 
если АВ (черт. 89) есть прямая 
и С какая-нибудь точка вн% ея, 
то при этой точк$ сушествуетъ 
нЪкоторый уголь ОЁЕС,` обла- 
даюций тфмъ свойствомъ, что 
В ‘всякая прямая, проведенная 
Черт. 89. черезь С внутри этого угла 

(напр., прямая СР), а также 
и 0об% стороны его не пересзкаются съ АВ, сколько бы ихъ ни про- 
‘должали, тогда какъ всякая прямая, проведенная черезъ С вн% этого 
угла, пересвкается съ АВ. Понятно, что такое допушен!е отрицаетъ 
постулать Эвклида, такъ какъ при существованйи этого угла 
нельзя утверждать, что всякя 8 прямыя перес$каются, коль скоро 
онЪ съ сЪкушей образуютъ внутреннйе односторонне углы, которыхъ 
сумма не равна двумъ прямымъ угламъ. Несмотря однако на это отри- 
цан!е, геометр1я Лобачевскаго предетавляетъ собою такую же стройную 
систему геометрическихъ теоремъ, какъ и геометр1я Эвклида (хотя, 
конечно, теоремы геометр!и Лобачевскаго существенно отличаются 
отъ теоремъ геометр!и Эвклида); въ ней, какъ и въ геометр!и Эвклида, 
не встрЪчается никакихъ логическихъ противорзч!Й ни теоремъ съ 
акс1омами, положенными въ основанйе этой геометр1и, ни однфхъ 
теоремъ съ другими теоремами. Между тЪмЪ, если бы постулатъ 
Эвклида могъ быть доказанъ, т.-е. если бы онъ представлялъ собою 
нЪкоторое, хотя бы и очень отдаленное, логическое сл$дстве изъ 
другихъ геометрическихъ акс1омъ, то тогда отрицант1е этого 
побтулата, полозкёниое въ обнову г@ометр:и вмЪетЪ оъ при\я- 
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т1емъ всЪхъ другихъ акаомъ, непремЪнно привело бы къ логи- 
чески противорЪчивымъ слёдотв1ямъ. Отсутств!е такихъ противорЪч1й 
въ геометр!:и Лобачевскаго служить указанемъ на независимость 5-го 
постулата Эвклида отъ прочихъ геометрическихъ акеомъ и, слЪд., 
на невозможность доказать его *). 

О4. Почти одновременно съ Лобачевскимъ, независимо отъ него, 
Венгерский математикъ Тоаннъ Больэ (1802—1860) также 
построилъ новую геометрию, исходя изъ того же допущен1я, какъ и 
Лобачевскай, что черезъ точку, взятую вн прямой, можно провести 
безчисленное множество параллельныхЪ этой прямой. 

Позже ихъ нзмецк И математикь Риманъ (1826—1866) пока- 
заль возможность построен1я еще особой, также лишенной противо- 
рЪч1й, геометр1и (названной потомъ геом етр1ей Римана, 
въ которой вмЪсто постулата Эвклида принимается допушене, что 
черезъ точку, взятую вн} прямой, нельзя’ 
провести ни ‚одной параллельной этой пря- 
мой (другими словами, вс прямыя плоскости пересзкаются). 

ВсЪ тЪ геометраи ‘(какъ Лобачевекаго и Римана), въ которыхъ 
въ основан!е положено какое-нибудь допущен1е о параллельныхъ 
лин1яхъ, не согласное съ постулатомъ Эвклида, носятъ общее назван1е 
не-Эвклидовыхъ геометрй. 

95. Приведемъ нзкоторыя теоремы геометр1и Лобачевекаго, р$зко- 
различаюцияся отъ соотвЪтствующихъ теоремъ геометр!и Эвклида: 

Два перпендикуляра къ одной и той же прямой, по мфрЪ удален1я 
`отъ этой прямой, расходятся неограниченно. 

Сумма угловъ треугольника меньше 24 (въ геометр1и Римана она 
больше 24), при чемъ эта сумма не есть величина постоянная для 
разныхъ треугольниковъ. ` 

Чзмъ больше плошадь треугольника, тёмъ больше сумма его 
угловъ разнится отъ 24. 


*) Замфтимъ, однако, что одно только отсутетв!е противорЪъчй 
въ геометр1и Лобачевскаго еще не служитъ доказательствомъ незави- 
симости Эвклидова постулата отъ другихъ акс1омъ геометр!и; вЪдь 
всегда можно возразить, что это отсутств1е противорз И есть только 
случайное явлеше, происходящее, быть можетъ, отъ того, что въ гео- 
метрзи Лобачевскаго не сдфлано еще достаточнаго количества выво- 
довъ, что со временемъ, быть можетъ, и удастся кому-нибудь получить 
такой логическй выводъ въ этой геометр1и, который окажется въ про- 
тиворЪ1и съ какимъ-нибудь другимъ выводомъ той же геометрйи. 
Подробная теор1я этого вопроса (ем. Энциклопед!я элем. 
математики Вебера и Вельштейна,: т. Ц, кн. 1, 
стр. 74 и др.) устанавливаетъ: 1) что если бы въ геометр1и Лобачев- 
скаго или въ какой-нибудь другой не-Эвклидовой геометр1и оказалось 
поотиворЪч1е, то и въ Эвклидовой геометр!и было бы соотв тетвующее 
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Если въ выпукломъ четыреугольникЪ 8 угла прямые, то 4-й уголъ 
острый (значитъ, въ этой геометр1и прямоугольники невозможны). 

Если углы одного тр-ка соотвфяственно равны угламъ другого 
тр-ка, то таке тр-ки равны (слЪд., въ геометр}и Лобачевскаго не суше- 
ствуетъ подоб1я). 

Геометрическое мЪсто точекъ плоскости, равностояшихъ отъ какой- 
нибудь прямой этой плоскости, есть нзкоторая кривая линя. 


ГЛАВА УП. 
Параллелограммы и трапзщии. 


|. Главн-йш1я свойства лараллелограммовъ. 


96. Опред$леве. Четыреугольникь, у котораго про- 
тивоположныя стороны попарно 
параллельны, наз. парал- 
лелограммомъ. 

Такой  четыреугольникъ 
(АВСП, черт. 90) получится, 
напр., если какля-нибудь двъ 
параллельныя прямыя КГ и 
ММ перес$чь двумя другими 
параллельными прямыми В5 
и РО. 

Для краткости слово «парал- 
лелограммъ» мы часто будемъ 
писать такъ: пар-мъ. 

ЭТ. Теорема. Во всякомъ параллелограмм5: 

1°, противоположные углы равны; 

26, сумма угловъ, прилежащихъ къ одной сторонф, равна 
двумъ прямымъ. | 

Пусть АВОШ (черт. 91) есть параллелограммъ, т.-е. АВ || Ср 
и ВС] АО; требуется доказать, что | 

1°, ДА=ДС и С В=и р: 

2°, ДАХ В=2а, СДВ-+-ДС=:94 и т. д. 


противорЪ че; но 2) въ Эвклидовой геометр1и противорч1Й быть не 
можетъ, Отсюда, конечно, необходимо слЪдуетъ, что постулатъ Эвклида 
не представляеть собою слЪдетвя другихъ акс1омъ и потому онъ 
полоказуемъ. 


Чёрт. 90. 
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1°. Углы А и С равны, потому что стороны этихъ угловъ 
соотвЪтетвенно параллельны и имфютъ противоположное на-_ 
правлен1е оть вершины (85). То же В С 
самое можно сказать объ углахь 
Ви. Ш. 

2°. Каждая изъ суммъ: А-В, 
В-+С, С+-Р и О-А равна 24, по- А р 
тому что это суммы внутреннихь Черт. 91. 
одностороннихъ угловъ при параллельныхъ прямыхъ. 

98. Теорема. Во всякомъ параллелограммъ противополож- 
ныя стороны равны. 

Пусть фигура АВСГ (черт. 92) есть параллелограммъ, т.-е. 
АВ! СРи ВС || АХ: требуется доказать, что АВ=СШи ВС=Ар. 

Проведя дагональ ВО, 
получимъ два тр-ника АБО В С 
и ВСО, которые равны, по- 
тому что у нихъ: ВПО общая 
сторона, 1=ДА и Д2= А р 
Д3 (какь внутренне на- 
кресть лежание при парал- ‚ Черт. 98. 
лельныхь прямыхъ). Изъ равенства тр-ковъ слфдуетъ: АВ=Ср 
и АР=ВС (въ равныхъ тр-кахъ противъ равныхъ угловъ ле- 
жатъ равныя стороны). | | 

Зам чае. Теорему эту можно выразить еще и такъ: от- 
рфзки параллельныхъ, заключенные между параллельными, 
равны. 

99. Обратныя теоремы. Если въ выпукломъ *) четыре- 
угольникъ: 


*) Четыреугольникъ, какъ и всякй многоугольникь (35), наз. 
выпуклымъ, . если онъ ограничёнъ такою ломаною лишей, 


7—\ 


Черт. $6. 
которая вся расположена по одну сторону отъ казжкдаго изъ 4-хъ со- 
ставляюшихъ ее отр®зковЪъ. Четыреугольники могутъ быть и не- 
выпуклые, какъ, напр., тЪ, которые изображены на черт. 96-мъ. 


\ 
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19, противоположныя стороны попарно равны, 
или 2°, двЪ противоположныя сТороны.равны и параллельны, 
то „такой четыреугольникъ есть параллелограммъ. 
1°. Пусть фигура АВСШ (черт.93) 
З С есть выпуклый четыреугольникъ, 
у котораго: 
АВ=СФ и ВС=АО. 
А р Требуется доказать, что эта 
фигура—параллелограммъ,  т.-е. 
Черт. 93. АВ! СРи ВС | АР.— Проведя да- 
гональ ВО, получимъ два тр-ка, которые равны, такъ какъ 
у нихъ: ВШ общая сторона, АВ=Ср и ВС=АШ (по услов1ю). 
Изъь равенства ихъ слфдуеть: 1=/4 и (2=/3 (въ равныхъ 
тр-кахъ противъ равныхъ сторонъ лежатъ равные углы); вслЪд- 
стве этого АВ! СЛР и ВС! АД (если внутренне накрестъ ле- 
жаце углы равны, то прямыя параллельны). 
2°. Пусть въ четыреутольник® (АВС, черт. 94) дано усло- 
в1емъ: ВС=АД и. ВС | АР. 
Требуется доказать, что 
АЗВСГ есть пафаллелограммъ, 
т.-е. что АВ|СО.—Тре- 
‚ угольники АВР и ВСР рав- 
ны, потому что`у нихъ: ВО 
Черт. 94. о общая сторона_ ВС=АШЬ 
‘по условю),и .2=.3 (какъ внутренне накресть лежание 
углы при параллельныхь ВС и АГ и с$кущей ВО). Изъ ра- 
венства тр-ковъ слфдуеть: 1-=4; поэтому АВ] СР. 
100. Теорема. Во всякомъ параллелограмм5 дтагонали 
дЪлятся пополамъ. | 
Пусть АВСШ (черт. 95) есть параллелотраммъ, а АС и ВО 
его д!агонали; требуется дока- 
звать, что ВО=Ор и А0=0С. 
Тр-ки ВОС и АОБ (покрытые 
на чертеж штрихами) равны, 
потому что у нихь: ВС=АШ 
(какъ противоположныя стороны 
параллелограмма), Д1=.2 п 
Д3=/4 (какъ впутронте ла- 
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кресть лежапие углы при параллельныхъ прямыхъ). Изъ ра- 
венства тр-ковъ слдуетъ: ОС=ОА и ОВ=оОр. 


101. Обратная теорема. Всякй четыреугольникъ, д!а- 
гонали котораго длятся пополамъ, есть параллелограммъ. 

Пусть фигура АВСГ (черт. 95) есть четыреугольникъ, у ко- 
тораго: АО=ОС и ВО=Ор; требуется доказать, что эта фи- 
гура—параллелограммъ. 

А АОР=АвВОС, такъ какъ этн тр-ки им$ютъь по равному 
углу (при вершинЪ 0), заключенному. между соотвФтственно 
равными сторонами. Изъ ихъ равенства слФдуетъ: Д1=/2 
и [3=/А (въ. равныхь тр-кахъ противъ равныхъ сторонъ 
лежать равные углы); но если внутренн1е накрестъь лежаше 
углы равны, то прямыя параллельны (76); поэтому АО! ВС. 
Такъ какъ изъ’ равенства тЪхъ же тр-ковъ сл$дуеть еще, что 
АР=ВС, то фигура АВСП есть параллелограммъ (99, 2°). 


102. Центръ симметр!и. Полезно замфтить еше слфдующее 
свойство параллелограмма: еели черезъ точку пересфченя дГагоналей парал- 
лелгограмма (черезъ точку О, чорт. 97) 
проведемъ какую-нибудь прямую (ММ), 
то эта прямая пересбчетъ контуръ парал- 
лелограмма въ двухъ точнахь (Ри 0), 
симм:тричныхь относительно точки пере- 
сБченя дгагоналей, т.-е. въ 2-хъ такихъ 
точкахъ, которыя, во 1, лежатъ по раз- 
ныя ‘стороны отъ точки О и, во 2, на 
равныхъ разстоян1яхъ отъ этой точки. 
Дъиствительно, тр-ки ОАР и 009 
равны, такъ какъ у нихъ: АО=0С 
(по свойству дагоналей параллело- 
грамма), углы при общей вершин 0 Черт. 97. 
равны (какъ вертикальные) и /1 = /2 ° 
(какъ углы- внутренн!е накрестъ лежацщше при параллельныхъ). Изъ 
равенства этихъ тр-ковъ слфдуетъ: ОР=04. 


Если въ какой-нибудь фигурЪ сушествуеть точка, обладающая 
указаннымъ свойствомъ, то такая точка наз. центромъ сим- 
метр!и этой фигуры; значитъ, въ паралеллограмм 
перес$ чен1е его д1агоналей есть ментръ сим- 
метртги. . 

Симметр1я относительно пентра паз. центральной 
симметртей. 
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2. Особыя формы параллелограммовъ: прямоугольнихъ, 
рембъ и квадратъ. 


а 


103. ОпредБлеше. Параллелограммъ, у котораго веЪ 
углы прямые, наз. прямоугольникомъ. 

Такой параллелограммъ можно, напр., получить, если на сто- 
ронахъ прямого угла А (черт. 98) оть его вершины отложимЪ 
произвольной длины отрфзки АВ и АС и черезъ точки Ви С 

проведемь прямыя ВОГ и СЁ, 


Е параллельныя сторонамъ прямого 

угла. Прямая ВО, перес$каясь 

В О въ точк\ В съ прямой АВ, должна 
Е 


пересЗчься и съ прямой СЁ, парал- 

лельной АВ (80, 1°) въ н5Ъкоторой 

р точк$ ГР. Мы кполучимь такимъ 

А " С образомъ параллелограммъ АВЕС, 

у котораго одинъ уголъ; именно 4, 

есть прямой по построен!ю;. но 

въ такомъ случаЪ, по свойству угловъ параллелограмма (97), 

и вс остальные углы его должны быть прямые, такъ какъ 

уголъ при вершин Ё равенъ А, а углы при. В и С дополняють 
А до 24. 

104. Теорема. Во всякомъ прямоугольник$ дГагонали равны. 

Пусть фигура АВСО (черт. 99). 
есть прямоугольникъ; требуется до-` 
казать, что АС=ВО. 

Прямоугольные тр-ки АСШ и 
АВР равны, потому что у нихъ: 
АР общ й катеть и АВ=Ср (какъ 
противоположныя стороны паралле- 
лотрамма}. Изъ равенства тр-ковъ слфлуетъ: АС=ВО. 

105. Обратная теорема. ВсяюЙ параллелограммъ, у 
котораго дтагонали равны, есть прямоугольникъ. 

Пусть фигура АВС (черт. 99) есть параллелограммъ, у ко- 
тораго АС=В)О; требуетея доказать, что эта фигура—прямо- 
угольникъ.—Тр-ки АВШ и АСР равны, такъ какъ у нихъЪ 
АБ общая сторона, АС=ВО (по услов!о) и АВ==СШ (по свой- 


Черт. 98. 


Черт. 99. 
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ству противоположныхь сторонъ параллелограмма). Изъ ихъь 
`равенства слФлуеть: СВАР=/.АГС. Но сумма этпхъ 8-ХЪ 
угловъ равна 24 (по свойству угловъ параллелограмма); сл$д., 
каждый изъ нихъ есть 4. Но тогда и углы В и С должны быть 
прямые, и потому фигура АВСЬ есть прямоугольнпкъ. | 

106. ОпредБлеше. Параллелограммъ, у котораго всЪ 
стороны равны, наз. ромбомъ. 

Такой пар-мъ можно. получить, если на сторонахъ пропз- 
вольпаго ‘угла А: (черт. 100) оть его вершины отложимъ равные 
отр$зки АВи АС и черезъ Е 
точки В и С проведемь 
прямыя ВО и СЕ, парал- 
лельныя сторонамъ угла А. 

Эти прямыя должны пере- 
сЪчься между собою (80,1°) 

въ нЪкоторой точк$ Р. Мы 
получимъ такимъ образомъ А | 
пар мъ, у котораго двЪ` “\ерт. 100. 

смежныя стороны АВиАС °' 

равны по построен1ю. Но тогда, по свойству сторонъ пар—ма (88), 
у него вс 4 стороны окажутся равными, такъ какь ВЕ=АС 
и СЕ=АВ. 

107. Теорема. Во Всяномъ ромбф дтагонали взаимно пер- 
пендикулярны. 

Пусть АВСШ (черт. 101) есть ромбъ, а АС к ВО его даго- 
нали: требуется доказать, что АС ВО. 

Тр-ки АВ) и ВОС равны, потому что у вихь: ВО общая сто- 
рона, АВ=ВС (такъ какъ у ромба всЪ 
стороны равны) и А0=0ОС (такъ какъ 
длагонали всякаго параллелограмма д$-` 
лятся пополамъ). Изъ равенства, тр-ковъ 

слфдуетъ: 


Ил=Да, т.е. ВОЬ АС. — Червь ^ли. 


ЗамЪчан!е. Изъ равенства тфхъ же тр-ковъ слЗдуетъ, 
что (3=/ А, т.-е. что уголь В длится датональю пополамъ. 
Изь равенства ` тр-ковь ВОС и СОШ (которое доказы - 
вается такь же, капъь и равенство тр-ковъ АВО и ВОС) сл$- 
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дуеть, что уголь С дЪлится дагональю пополамъ; и т. д: 
Значить, Д'агонали ромба дфлят“8 его углы пополамъ. 


... 1ОЗ. Обратная теорема. Всяюй параллелограммъ, у 
котораго дгагонали взаимно перпендикулярны, есть ромбъ. 

Пусть фигура АВСЛ (черт. 101) есть параллелограммъ, у ко- 
тораго дагонали АС и ВЛ перпендикулярны; требуется до- 
казать, что эта фигура, есть ромбъ, т.-е. что АВ=ВС=<СП=)А. 
Тр-ки АОВ и ВОС прямоугольные (по услов!ю); у нихь ка- 
теть ОВ общий и катеты АО и ОС равны (такъ какъ д1агонали 
всякаго параллелограмма длятся пополамъ). Значитъ, эти 
тр-ки равны, и потому равны ихъ гипотенузы АВ и ВС. Но 
АВ=СО и ВС=АР (по свойству противоположныхъ сторонъ 
пар-ма); слФд.. АВ=ВС=Ср=рА, т.-е. фигура АВСГШ есть 
ромбъ. 

109. Оси симметр!и ромба. Полезно замфтить еше слфдую- 
щее свойство: _ каждая дгагональ ромба всть его ось симметрии. 


Такъ, д1агональ ВД (черт. 102) есть ось 
симметр!и ромба АВОСЬ, потому что; вра- 
шая Л АВО вокругь ВО, мы можемъ сов- 
мфстить его съ Л ВСО; вселЪдстве этого 
любой точкЪ М, взятой на одной половинЪ 
контура ромба, соотвЪтствуеть точка М на 
другой половин контура, симметричная 
`относительно д1агонали ВД (33). То же самое 
можно сказать о длагонали АС. 


110. ОпредБлене. —Параллело- 
граммъ, у котораго всЪ стороны равны 
и всЪ углы прямые, наз. квадра- 


Черт. 102. томъ. 


Такой пар-мъ можно получить, если при построен1и прямо- 
угольника (103) мы возьмемъ отрфзки АВ и АС равными, или 
если при построенйи ромба (106) возьмемъ уголъ А прямой. 


Такъ какь квадратъ есть параллелограммтъ, 
прямоугольникьъ и ромбуъ, то онъ соединяетъ въ 
себЪ вс свойства этихъ фигуръ; напр., относительно д1аго- 
налей квадрата можно сказать, что он: 1) дВлятся пополамъ, 
2) равны между собою, 3) взаимно перпендику пярны 1 и 4) длять 
углы квадрата пополамъ. 


3. НБкоторыя теоремы, основанныя на свойствахъ 
параллелограмма, 


111. Теорема. Параллельныя прямыя (АВи СО, черт. 103) 
вездЪ одинаково удалены одна отъ. другой; другими словами: 
в3 точки одной параллельной одинаковы удалены отьъ дру- 
гой параллельной. — ` 

ДЪйствительно, если изъ какихь-нибудь двухъ точекъ Ми М№ 
прямой СО опустимъ на АВ 
перпендикуляры МР и №, о ИОН > ЗИ 
то эти перпендикуляры парал- 
лельны (74), и потому фигура 
ММОР параллелограммъ; от- 
сюда сл$дуеть (98), что МР= 
= МОт.-е. точки Ми М одина- А 
ково удалены оть прямой АВ. , Черт. 108. 


112. Теорема. Геометрическое место точекъ, удаленныхъ 
отъ данной прямой на одно и то же разстоян!е и находящихся 
по одну сторону отъ нея, есть прямая, параллельная данной. 

Пусть М и М (черт. 104) будуть какя-нибудь дв$ точки, 
находяпцяся по одну сторону оть прямой АВ и удаленныя 
отъ нея на одно и то же разстоян1е т; тогда перпендикуляры 
МЕи №0, опущенные изъ этихъ точекъ на АВ, равны т. Про- 
ведемъ черезь М и М№ пря- 
мую СО. Такъ какъ МЕ=МЯ 
и сверхъ того МЕ || №0 (14), то 
фигура ММОЕ есть параллело- 
грамъ (99, 2°); слЗд., СОТ АВ. 
Мы видимъ такимъ образомъ, 
что всякая 2 точки (какъ Ми №), Черт. 104. 
которыя удалены оть прямой АВ 
на разстояне ‘7% и расположены ‘по одну сторону отъ этой пря- 
мой, лежать на прямой, параллельной АВ и удаленной отъ АВ 
на разстоян1е т. Такъ какъ такая прямая можеть быть только 
одна (по одну сторону оть АВ), именно СДО, то мы должны за- 
кЛюЮчЧиТЬ, что вс точки, удаленныя оть АБ на одно н 
то же разстоян16 т и расположенныя по одну сторону оть нея, 
лежать на прямой СШ, параллельной АВ. Обратно, всякая 


—ь > к чо чо Фо чм в 
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точка В, взятая на этой прямой, отстопть оть. АВ на столько же, 
какъ и точки М и М, т.-е. на данное разстоян!е т (111). 


113. Теорема. Если на одной сторонф угла отложимъ 
как!е-нибудь равные между собою отрфзки и черезъ ихъ концы 
проведемъ параллельныя прямыя до пересфчення съ другой. 
стороной угла, то и на этой сторонф отложатся равные между 
собою отр$зки. | 

Пусть АВС (черт. 105) какой-нибудь уголъ и на его сторэн* ВС 
отложены равные отрёзки ВР=рЕ=ЕР... Проведемъ черезъ 
точки Ш, ЕЁ, РЕ.:. пероллельныя прямыя ОМ, ЕМ, ЕР... до пере- 
сфчен1я съ АВ; требуетея доказать, что 


ВМ=ММ=М№Р... 


Возьмемъ как1е-нибудь два изъ этихь отрЪзковъ, напр., 

ММ ин МР, и докажемъ, что они равны. 
В М М Р ‘Для этого проведемъ 
-=-А прямыя ШОК и ЕЁ, 
параллельныя АВ. По- 
лученные при этомь 
тр-кия ОКЕ и ЕГ.Р рав- 
вны, такъ какъ у нихъ: 
, РЕ=ЕЕ (по услов1ю), 
с СКОЕ = СТЕЕ и 
ХКЕР = ГГЕЕ (какь 
углы  соотв$Зтственгы 
при параллельныхъь прямыхь). Изь равенства этихъ тр-ковъ 
слфдуетъ: ОК=ЕГ. Но ОК=ММ и ЕГ=МР (какъ противо- 
положныя стороны параллелограммовь); значить, ММ№М=М№Р. 
Такъ же докажемъ 
В А- равенство и другихь 
отр%зковъ стороны 
АВ (для отрзка ВМ 
мы ДОЛЖНЫ ВЗЯТЬ 
тр-къ ВМО). 

Зем чан!е. Тео- 
рема не требуеть, 
Черт. 106. | чтобы равные отр33з- 

ки откладывались на 


Черт. 105. 


СА 
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сторон угла непрем$нно отъ его вершины; они могуть быть 
отложены отъ произвольной точки стороны и даже могутъ раз- 
дъляться какими-нибудь промежутками (черт. 106). 

114. Задача. Данный отр $Ззокъ прямой раз - 
дЪлить на т равных частей. 

Эта задача рЪшается на основан1и предыдущей теоремы. 

Пусть АВ (черт. 107) дан- 

М М 
ный отрЪзокъ прямой, кото- Ак В 
рый требуется раздЗлить, по- ``, , 
ложимъ, на 8 равныя части. От -. /' / 
Изъ конца его А проводимъ 
прямую АС, образующую съ | 
АВ произвольный уголь; 0т- К. 
кладываемъ на АС отъ точки С 
А три произвольной длины, Черт. 107. 
но равные между собою, от- 
рфзка: Ар, РЕ и ЕЕ: точку Е соединяемъ съ`В; наконецъ, 
изъ Еи О проводимь прямыя ЕМ и ОМ, параллельныя РВ. 
Тогда отрфзокь АВ, по доказанному, раздВлится въ точкахъь 
М и М на три равныя части. 

115. Теорема. Прямая, соединяющая середины двухъЪ сто- 
ронъ треугольника, параллельна третьей его сторойЪ и равна 
ея полОовинЪ. | 

Пусть РЕ (черт. 108) есть прямая, соединяющая середины 
двухъ сторонъ треугольника АВС. Докажемт сначала, что 
РЕ! АС. Предположимъ противное, 
т.-е. что прямая ОЕ не парал- 
лельна АС. Проведемъ черезъ точку 
‚ прям\ю, пераллельную АС (17). Эта 
прямая, при нашемъ предположени, 
не можетъ быть ОЕ; пусть это будетъ 
нфкотсрая прямая ОЁ!. Такъ какъ 
на сторон ВА угла В отложены А 
равные отрЪзки ВХ и ПА, и изъ ихъ | 
концовъ проведены къ другой сторон 
угла В параллельныя прямыя РЕ! 

и АС, то на сторон% ВС должны получиться равные отрЪзки (113); 
значить, ВЕ, =Е!С, и потому точка Е, должна быть серединой 
6 


Черт. 108. 
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стороны ВС. Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ нелФпому 
заключен1ю, что сторона ВС имфеть 2 середины: точку Е по 
услов1ю и точку Е, согласно нашему выводу. НелЪпость этого 
заключен1я заставляеть насъ отброситьсд%ланное допущен]е, 
что ДЕ не параллельна АС; значитъ, РЕ| АС. Остается теперь 
доказать, что ДЕ=1/,АС. Для этого изъ Е проведемъ ЕЁ || РА; 
тогда фигура ЕРАЕ будетъ параллелограммъ и, сл$д., ДЕ=АЁЕ. 
Такъ какь на сторон СВ угла С отложены равные отрЪзки 
(СЕ=ЕВ) и изъ точекъ, разграничивающихъ эти отрЪзки, про- 
ведены къ другой стороБЪ параллельныя прямыя ЕЁ и ВА, то 
СЕР=ЕА; слфд., РЕ=)АС. | 


4. Опредфленте и свойство трапещи. 


116. Опредълене. Выпуклый четыреугольникь, у 
котораго какя-нибудь двф противоположныя стороны парал- 
лельны, наз. трапещей. | 

Такой четыреугольникъ 

В . С можно получить, если между 
двумя параллельными пря- 

мыми ВС и АЛ (черт. 109) 

проведемъ двЪ как1я-нибудь 

А Р сфкущя прямыя АВ и СО. 

Черт. 109. Параллельныя стороны тра- 
пещи наз.ея основантя ми, непараллельныя—боками. 

117. Теорема. Прямая, соединяющая середины боковъ тра- 
пещи, параллельна основанямъ трапещ!и и равна полусумм $ ихъ. 


В С 


Пусть прямая ЕЕ 
(черт. 110) соеди: 
няетъ середины бо- 

° ковыхь  сторонъ 
трапепи АВС: 
требуется дока- 

А тии -б зать, что ЕЁ || АР 
Черт. 110. (и, слЗд., ЕЁ || ВС) 

и, кромЪ того, что ЕЁЕ=!/, (АР+ВО).—Черезъ точки Ви Е 
проведемъ прямую до перес$чен1я съ продолженемъ стороны АР. 
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въ н%которой точк$ С. Тогда получимъ два тр-ка ВСЕ иПЕС, 
которые равны, такъ какъ у нихъ: СЕ=ЕО (по условю), 
СВЕС=ОЕС (какъ углы вертикальные) и СДВСЕР=ДХЕПС 
(какъ углы внутренн!е накресть лежапие при параллельныхъ 
прямыхъ). Изъ равенства, тр-ковъ слЗдуеть: ВЕ=Е@ и ВС=рд. 
Теперь видимъ, что въ ЛАВС прямая ЕЁ соединяетъ середины 
двухь сторонъ; значить (115), ЕЕ! АЗ и ЕЕ=Ч (А-В); 
другими словами, ЕР] АР и ЕЁЕ=1|, (АО-+ВО). 


Зам$чане. Прямая, соединяющая середины боковъ тра- 
пеши, наз. ея среднею линтей. 


Чи прошении пипс оииииибиинье 


УПРАЖНЕНТЯ. 


Доказать теоремы. 


37. Соединивъ послЪдовательно середины сторонъ какого-нибудь 
четыреугольника, получимъ параллелограммъ. 

38. Въ прямоугольномъ /Л мед1ана, проведенная къ гипотенузз\, 
равна ея половинЪ. (Указан1е: слЪдуетъ продолжить медану 
на равное разстоян1е). - ВХ 

39. Обратно: если мед1ана равна половин стороны, къ которой 
она проведена, то тр-никъ прямоугольный. 

40. Въ прямоугольномъ А медана и высота, проведенныя къ гипо- 
тенуз®, образуютъ уголъ, равный разности‘ острыхъ угловъ Д. 

41. Если въ прямоугольномъ Л одинъ острый уголъ равеньъ 1/. 4, 
то противолежаций ему катетъ составляетъ половину гипотенузы. 

42. Обратно: если катеть вдвое меньше гипотенузы, то противо- 
лежаций ему острый уголъ равенъ 1/,4. 

44. Всякая прямая, проведенная внутри трапе1и между ея осно- 
ван!ями, дЪлится среднею линйей пополамъ *). 

46. Черезъ вершины угловъ /^А проведены прямыя, параллельныя 
поотивоположнымъ сторонамъ. Образованный ими / въ 4 раза болзэ 
даннаго; каждая сторона его въ #.раза боле соотвЪтствующей стороны 
даннаго М. 


*) Упражнен1я подъ №№ 43 и 45 выпушены, такъ какъ содержан1е 
перваго изъ нихъ изложено теперь въ 8 192, а второго— въ слздетви 
къ 8 90. 

6* 
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47. Въ равнобедренномъ ДЛ сумма разстоян1й каждой точки осно- 
ван1я отъ боковыхъ сторонъ есть величина постоянная, а именно 
она равна высот, опушенной на боковую сторону. 

48. Какъ.измЪнится эта теорема, если взять точку на продолжени 
основан1я? 

48,а. Въ равностороннемъ /Л сумма разстоян1й всякой точки, 
взятой внутри этого С, до сторонъ его есть величина постоянная, 
равная высот ДА. 

49. Данъ квадрать АВС. На сторонахъ его отложены равныя 
части: А4,, ВВ,, СС и Ор,. Точки А|, В, С;, О), соединены поелз- 
довательно прямыми. Доказать, что 4,В.С,0), есть квадратъ. 

| 49,4. Если середины сторонъ какого угодно четыреугольника взять 

за вершины новаго четыреугольника, то (упр. 37) послЪднйй есть 
параллелограммъ. ОпредЪлить, при какихъ услов1яхъ этотъ пар-мь, 
будеть: 1) прямоугольникомъ, 2) ромбомъ, 3) квадратомъ (рЪшаетсея 
на основан1и 8 115). 


Найти геометрическя мЪста: 


50.—-<серединъ всЪхъ прямыхъ, проведенныхъ изъ данной точки 
къ различнымъ точкамъ данной прямой. 

51.-_точекъ, равноотстояшихъ отъ двухъ параллельныхъ прямыхъ. 

52 .—вершинъ тр-ковъ, ииъюшихъ общее основан]е и равныя высоты. 


Задачи на построен!е. 


53. Даны два угла Л; построить третий. 

., 64. Данъ острый уголъ прямоугольнаго /; построить другой 
острый уголъ. ‚< 

55. Провести прямую, параллельную данной прямой и находя 
шуюся отъ нея на данномъ разстояни. 

56. РаздЪлить пополамъ уголъ, вершина котораго не помЪшается 
на чертежз. т. , 

57. Черезъ данную точку провести прямую подъ даниымъ угломъ 
къ данной прямой. 

58. Черезъ данную точку провести прямую такъ, чтобы отрЪзокъ 
ея, заключенный между двумя данными параллельными прямыми, 
равнялся данной длинЪ. 

59. Между сторонами даннаго остраго угла пометить прямую 
данной длины такъ, чтобы она была перпендикулярна къ одной сто- 
рон3 угла. 

60. Между сторонами даннаго угла помЪстить прямую данной 
длины такъ, чтобы она отсфкала отъ сторонъ угла равныя части. 

61. Построить прямоугольный ДА по даннымъ острому углу и про- 
тиволежащему катету. 

62. Построить А по двумъ угламъ и сторонз, лежалией противъ 
одного изъ нихъ. & 


63. Построить равнобедренный Д по ‘углу при 
вершинЪ и основан!ю. | 

64. То же-—по углу при основами и высот, опушенной на боковую 
сторону. 

65. То же—по боковой сторонЪ и высотЪ, опущенной на нее. 

66. Построить равностороный / по его высотз. 

67. РаздЪлить прямой уголъ на 3 равныя части (другими сло- 
вами построить уголъ, равный 1/,9). 

68. Построить Л по основанйю, высот и боковой сторонЪ. 

69. То же—по основанй!ю, высотЪ и углу при основан и. 

70. То же—по углу издвумъ высотамъ, опущеннымъ на стороны 
этого угла. 

71. То же—о сторонз, суммЪ двухъ другихъ сторонъ и высотъ, 
опущенной на одну изъ этихъ сторонъ. | 

72. То же—по двумъ угламъ и периметру. , 

73. То же—по высотЪ, периметру и углу’при основан1и. 

74. Провести въ Л прямую, параллельную основан1ю, такъ, чтобы 
она была равна суммЪ отрфзковъ боковыхъ сторонъ, считая отъ осно- 
ваня. | 

75. Провести въ. Л‘прямую, параллельную основан1ю, такъ, чтобы 
верхн!:й отрЪзокъ одной боковой стороны равнялея нижнему отрЪзку 
другой боковой стороны. 

76. Построить многоугольникъ, равный данному (указант!е: 
д1агоналями разбиваютъ данный мн-къ на тр-ки). 

77. Построить четыреугольникъ по тремъ его 
угламъ и двумъ сторонамъ, образующимъ, четвертый уголъ (указа- 
н{!е: надо найти 4-й уголъ). 

78. То же—по тремъ сторонамъ и двумъ д1агоналямъ. 

79. Построить параллелограммъ по двумъ не- 
равнымъ сторонамъ и одной д1агонали. 
°’ 80. То же—по сторон и двумъ д1агоналямъ. 

81. То же—по двумъ дагоналямъ и углу между ними. 

82. То же—по основан!ю, высот и дагонали. 

- 83. Построить прямоугольникъ по Дагонали и углу 
между д!агоналями. 

84. Построить ромбъ по сторонЗ и щагонали. 

85. То же—по двумъ дагоналямъ. 

86. То же—по высот и дагонали. 

87. То же—по углу и дагонали, проходящей черезъ этотъ уголъ. 

88. То же—по д1агонали и противолежащему углу. 

89. То же—по сумм дагоналей и углу, образованному даго- 
налью со стороною. 

90. Построить квадратъ по данной дагонали. 

91. Построить трапец1ю по основан!ю, прилежашему 
къ нему углу и двумъ непараллельнымъ сторонамъ (могутъ быть два 
рЪшен\я, одно и ни одного). 
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92. То же—по разиости основанй, двумъ боковымъ сторонамъ 
и одной дагонали.. 

92, а. То же—по четыремъ сторонамъ (всегда ли задача возможна?). 

93. То же—по основанй1ю, высот и ‘двумъ дагоналямъ (услове 


возможности). 
94. То же—по двумъ основан1ямъ и двумъ д1агоналямъ (услов!е 


возможности). 
95. Построить квадратъ по суммЪ стороны съ даго- 


налью. 

96. То же—по разности д1агонали и стороны. 

97. Построить параллелограммъ по двумъ даго- 
налямъ и высот$. 

98. То же—пф сторон, сумм длагоналей и углу между ними. 

99. Построить Л по двумъ сторонамъ и мед1анЪ, проведенной 
къ третьей сторонз. 

100. То же—по основанйю, высотЪ и меданЪ, проведенной къ боко- 
вой сторонЪз. 

100,4. Построить прямоугольный Л по гипотенузз 
и сумм катетовъ. 

'100,$. То же — по гипотенузВ и разности катетовъ. 


=———=——ыШ———3—-.— 


КНИГА ПНП. 


ОКРУЖНОСТЬ. 


\ 
ГЛАВА ТГ. 


Форма и положене окружности, 


18. Опредзлен!я. Окружностью (черт. 111) называется 
замкнутая плоская лин1я, всЪ точки которой одинаково удалены 
оть одной и той же точки (0), называемой центр омъ. 

'Прямыя (ОА, ОВ, ОО...) соеди- 
няющля центръ съ точками окруж- 
ности, называются радту- 
сами. - 

Безконечная прямая (ММ), про- 
ходящая черезъ как1я-нибудь двъ 
точки окружности, называется 
сзЗкущею. 

Отр$зокъ прямой (ЕЁ), соеди- 
няющЙ дв какя-нибудь точки 
Черт. 111. окружности, наз. хордою. 


— 
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Всякая хорда (АГ), проходящая черезъ центръ, наз. дта - 
метромъ. 

Какая-нибудь часть окружности (напр., ЕтЕ) наз. дугою. 

О хорд (ЕЁ), соединяющей концы какой-нибудь дуги, го- 
ворятъ, что она стягиваетъ эту дугу. 

Дуга обозначается иногда знакомъ —.; напр., пишуть 
такъ: —ЁтР. 

Часть плоскости, ограниченная окружностью, наз. кру- 
ГО МЪ. 

Часть круга (напр., часть СОВ, покрытая на чертежз штри- 
хами), ограниченная дугою и двумя радтусами, ' проведенными 
къ концамъ дуги, наз. секторомъ. 

Часть круга (напр., часть ЕтР), ограниченная дугою и стя- 
гивающею ее хордою, наз. сегментомъ. 

Изъ этихь опредзленй сл$дуетъ: 

_ Г, вс радтусы одной окружности равны 
между собою; 

2° всяк1й д1аметръ равенъ сумм $ двухъ 
рад1усовъ, и потому вс д1аметры одной 
окружности равны между собою. 

119. Точки внутри круга и точки внЪ его. 
Окружность разд$ляетъ вс точки плоскости, на которой она 
проведена, на 3 сл$дующия области: - 

1) точки, которыхь разстоян1я отъ центра больше радуса; 
такова, напр.‚ точка М (черт. 112), для которой разстояне ОМ 
болЪе радтуса ОА; 


Е 


Черт. 112. Черт. 113. 


2) точки, которыхъ разстоян1я оть центра равны радусу 
(точки А,В,... черт. 119); 
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3) точки, которыхъ разетояюя оть центра меньше рад!уса; 
такова, напр., точка М (черт. 112), для которой разстоян1е ОМ, 
меньше рад1уса ОВ. 

Точки первой области лежать вн круга, точки второй 
области лежать на окружности и точки третьей области 
расположены внутри круга. 

Сл$дуюцщия предложен1я мы принимаемъ за очевидныя: 

1) отр$зокъ прямой (ип вообще всякой непрерывной лини), 
соединяющ (черт. 113) какую-пибудь внутреннюю точку А 
съ какою-нибудь внфшнею точкою В, пересЪ каетсл 
гд$-нибудь съ окружностью: 

2) отр$зокь прямой, соединяюцйй любыя 2 внутренн 
точки 1 и С (черт. 113), не пересф кается съ окруж- 
ност! 10; 

3) отр$зокъ прямой, соедпияющй 2 визшня точки, иногда 
не пересЗкается (ВР), иногда пересВкается (ОЕ) съ окруж 
ностью. 

120. Теорема. Прямая и окружность не могутъ имфтг 
болфе двухъ общихъ точекъ. 

0 | Для ‘доказательства предполс- 

жимъ, что прямая ММ (черт. 114) 
иметь съ окружностью, которой 
центръ находится въ точк® 0, три 
обппя точки А, В и С. Тогда 
прямыя ОА, ОВ, ОС должны быть - 
А ВС равны между собою, какъ ра- 
дтусы, велБдетв!е чего тр-ки ОАЕ 
и ОАС будуть равнобедренные, и, 
слЪд., (1=(2 и А: откуда: (2=.3; но Это невоз 
можно, такь какь ./9, будучи внфшнимъ по отношен1ю кт 
тр-нику ОВС, больше внутренняго, не смежнаго съ нимъ, 
угла 3 (45). ` | | 
’ 121. Сл$детне. Никакая часть окружности ‘не можетъ 
совмфетиться еъ прямой, потому что въ противномъ случаЪ 
окружность съ прямою имфла бы бол%е двухъ общихъ точекъ. 

Лин!я, которой никакая часть не можеть ‚ совмЪетиться съ 
прямой, наз. кривою' линтей. Значить, окруж- 
ность есть кривая линия. 


Черт. 114. 
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122. Теорема. Черезъ три точки, не лежащия на одной 
прямой, можно провести окружность и притомъ только одну. 
Черезъ три точки А, ВиС (черт. 115), не лежаная на одной 
прямой, только тогда можно провести окружность, если суще- 
ствуеть такая четвертая точка О, которая одинаково удалена 
о-ъ точекъ А, Ви С. Докажемъ, что такая точка существуеть 
и притомъ только одна. 
Для этого примемъ во вни- 
ман1е, что всякая точка, 
одинаково удаленная 071ъЪ 
точекъ Аи В, должна ле- 
жать на перпендикулярЪ 
ММ, проведенномъ къ сто- 
ронз АВ черезъь ея сере- 
дину (63): точно-также вся- 
кая точка одинаково уда- 
`р ленная отъ точекъ В и С, 
должна лежать на пер- 
пендикулярз РФ, прове- 
денномъ къ ‘сторон ВС черезъ ея середину. Значитъ, если суще- 
ствуетъ точка, одинаково удаленная отъ трехъ точекъ А, В, иС 
то она должна лежать заразъ и на ММ, и на РО, что возможно 
только тогда, когда она совцадаетъ съ точкой пересЪчен1я этихъ 
двухъ прямыхъ. Прямыя ММ и РО всегда пересзка- 
ются (83, 2°), такъ какъ он перпендикулярны къ пересЪкаю- 
щимся прямымъ АВи ВС. Точка 0 ихъ пересЪчен1я и будеть 
точкой, одинаково удаленной оть 4, отъь Ви оть С; значить, 
если примемъ эту точку за центръ, а за радтусъ возьмемъ раз- 
стоян1е ОА (или ОВ, или ОС), то окружность пройдетъ черезъ 
точки 4, ВиС. Такъ какъ прямыя ММи РО могуть пересЗчься 
только въ одной точкЪ, то центръ этой окружности можеть быть 
только одинуъ, и длина ея радтуса можетъ быть только 
одна; значить, искомая окружность —единственн а-я. 


Черт. 115. 


1238. СлЪдетв1е. Точка О (черт. 115), находясь на оди- 
-наковомъ разстоянйи отъ А и оть С, должна также лежать на 
периендикулярз В5, проведенномъ къ сторон АС черезъ ея 
середину. Такимъ образомъ: | 
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три перпендикуляра къ сторонамъ треугольника, проведен- 
ные черезъ ихъ середины, перегБкаются въ одной точкЪ. 


Черт. 116. 


‚ 124. Задача. Найти центръ 
данной окружности 
(черт. 116). { 
Взявъ на данной окружно- 
сти какля-нибудь три точки 
А, Ви С, проводятъ черезъ 
нихъ дв$ хорды, напр., АВ и 
СВ, и черезъь середины этихъ 
хордъ проводять къ нимъ пер- 
пендикуляры ММ и РФ. Иско- 
мый центръ, будучи одинаково 


_удаленъ оть А, Ви С, долженъ лежать и на ММ, и на РО; слЪд., 
онъ находится въ перес$чен1и этихъ перпендикуляровъ, т.-е. 


ВЪ ТОЧКЪ 0. 


ГЛАВА П. 


Равенство и. неравенство .дугъ. 


125. Теорема. Два круга одинаковаго радтуса равны Черт. 117.) 
Пусть Ои 0, суть центры двухъ круговъ, которыхъ рад!усы 


Черт. 117. 


равны. Наложимъ кругъь О на 
кругъ О; такъ, чтобы ихъ центры 
совпали. Тогда обЪ окружно- 
сти совмфетятсея, такъ какъ въ 
противномъ случа ихь точки 
не одинаково отстояли бы отъ 
центра и, сл$д., радтусы были бы 
неравны. 


126. ЗамЪчане. Вращая одинъ изъ совпавшихт круговъ 
вокругь общаго центра, мы не нарушимъ ихь совм$щен!я: Изъ 
этого слфдуетъ, что дв части одной окружности 
или дв$ части равныхъ окружностей мо- 
гутъ быть наложены одна на другую такъ, 
что вс $ точки одной части окажутся лежа- 


щими на другой. 


к 
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127. ОпредЪлен{е. ДвЪ дуги одинаковаго рад1уса счита 
ются равными, если он при наложен1и могуть быть совмЗ- 
щены. Положимъ, напр., что мы 
накладываемъ дугу АВ (черт. 118) 
на дугу СО такъ, чтобы точка А 
упала въ точку Си дуга АВ по- 
шла по дуг СШ (что возможно, 
какъ мы видЪли въ предыдущемъ 
замЗчан1и); если при этомъ концы 
Ви Ш совпадутъ, тс—АВ=—Ср; А 
въ противномь случа дуги 
не равны, при чемъ та будеть `В 
меньше, которая составить только 
часть другой. . 


Черт. 118. 


Суммою н$еколькихь данныхъ дугь одинаковаго радтуса 
наз. такая дуга того же рад1уса, которая составлена изъ частей, 
соотв$тственно равныхъ даннымъ дугамъ. Такъ, если отъ про- 
извольной точки М (черт. 118) окружности отложимъ часть ММ, 
равную АВ, и затЗмъ оть точки М въ томъ же направлен!и отло-. 
жимъ часть №Р, равную СО, то дуга МР ‘будетъ суммой дугь 
АВ и СО. Подобно этому можно составить сумму трехъ и боле 


дугь. 


Изъ поняття о сумм дуть одного 
И того же радлуса выводятся понятя 
объ ихь разности, произве- 
ден1и и частномъ въ томъ же А 
смыслЗ, какъ и для отрЗзковъ прямыхъ. 


С 
`’128. Теорема. Всяк!й дгаметръ дЪ-. 
литъ окружность и кругъ пополамъ 
(черт. 119). | Черт. 119. 


Вообразимъ, что кругь перегнутъ по 
какому-нибудь д1аметру АВ такъ, чтобы часть его АтВ упала, 
на часть АпВ. Тогда всЪ точки дуги т совм$стятся съ точками 
дуги п, потому что въ противномъ случа точки одной дуги 
лежали бы ближе къ центру, чВмъ точки другой дуги, что не- 
возможно. 


Такимъ образомъ, всяк даметръ раздфляеть окружность 
на дв$ полуокружности, а кругь—на два полу- 
круга. 

129. Зам чан!е. Всякая хорда СВ (черт. 119), не проходя- 
щая черезъ цектръ, стягиваеть двё неравныя дуги; одну, 
большую полуокружности, другую— меньшую ея. Когда гово- 
рятъ: «дуга, стягиваемая хордой», то обыкновенно разум ютъ 
ту изъ двухъ дугь, которая меньше полуокружности. 

130. Теоремы. 1°. Д!аметръ, перпендикулярный къ хордЪ, 
длитъ эту хорду и обЪ стягиваемыя 
ею дуги пополамъ. 

2°. Дуги, заключенныя между парал- 
лельными хордами, равны. 

1”. Пусть дламетрь АВ (черт. '190) 
перпендикуляренъ къ хорд СШ и 
ИР | СО; требуется доказать, что: 

”. СК =КО_СВ=_ВО_ОА=ЛА. 

2°. -СЕ=- ПЕ. 


| Перегнемъ чертежь по дламетру АВ 
тгакъ, чтобы его лФвая часть упала на правую. Тогда лЪвая 
полуокружность совмфетится съ правою полуокружностью, 
перпендикуляръ КС пойдеть по КШО и перпендикуляръ ГЕ 
пойдетъ по Г.Р. Изъ этого сл$дуетъ, что точка С’, представляющая 
собою. перес$чен1е полуокружности съ КС, упадеть на ШО, а 
точка Е, представляющая собою перееЪчен1е полуокружности 
съ ГЕ, упадеть на Е; поэтому: 

1°. СК=КрО; -ВС=_ВО; -АО=_АФ. 
92°. _СЕ= ПЕ. 

СлЪдетв1я. 1°. Д!аметръ (АВ), проведенный черезъ се- 
редину хорды (СГ), перпендикуляренъ къ этой хорд и ДЁ-` 
литъ дугу, стягиваемую ею, пополамъ. 

29. Дтаметръ (АВ), проведенный черезъ середину дуги (СВО), 
перпендикуляренъ къ хордф, стягивающей эту дугу, и дБлитъ 
‚ее пополамъ. 

Оба эти предложен1я (обратныя теоремЪ 1°) легко доказы- 


ваются отъ противнаго. 
ЗамФчан]!е. Изложенное доказательство убЪждаетъ насъ, что 
каждый д!1аметръкруга есть его ось симметр!{и. 


Черт. 120. 


—- 93 — 


131. Задача. Разд лить данную дугу (АВ, 
черт. 121) пополамъ. 

‘Проведя хорду АВ, опускаемъ на 
нее перпендикуляръ изъ центра и 
продолжаемь его до пересвченя съ 
дугою. По доказанному въ преды- 
дущей теорем®, дуга АВ раздьлится 
этимъ перпендикуляромъь пополамъ. 
Если же центръ неизвЪстенъ, тогда 
къ хорд АВ слЪдуеть провести пер- 
пендикулярь  черезьъ ея середину Черт. 121. 
($ 69, задача 6). 


ГЛАВА Ш. 


вии Между дугами, хордами и разетоянями 
хордъ оть центра. 


132. Теоремы, Въ одномъ круг или въ равныхъ кругахъ: 

1°, если дуги равны, То стягивающя ихъ хорды равны и 
одинаково удалены отъ центра; 

2°, если дуги не равны и притомъ каждая меньше полуокруж- 
ности, то ббльшая изъ нихъ стягивается ббльшею хордою, и эта 
большая хорда ближе къ центру. 

1`. Пусть дута `АВ (черт. 122) 
равна дуг СО; требуется доказать, 
что хорды АВ и СШ равны, а также 
‚ равны перпендикуляры ОЕ и ОР, 
опущенные изъ центра на хорды. 
‚ Повернемъь секторъ ОЛВ вокругь 
центра О въ направлен!и, указанномъ 
стр$лкою, на столько, чтобы рад1усъ | 
ОБ совпалъ съ ОС. Тогда дуга ВА | В 
пойдетъ по дуг СО, и, вел дстве 
ихь равенства, эти дуги совм%стятея. 
Значить, хорда АВ совмЪетится съ хордою СП (между двумя 
точками можно провести только одну прямую) и перпендикуляръ 


{ 


Черт. 122. 
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ОЕ совпадетъ съ ОР (изъ одной точки можно опустить на прямую 
только одинъ перпендикуляръ), т.-е. АВ=Ср и ОЕ=0Е. 

2°. Пусть дуга АВ (черт. 123) меньше дуги СО, и притом» 
объ дуги меньше полуокружности; требуется доказать, что хорда 
АВ меньше хорды СО, а перпендикуляръ ОЕ больше перпен- 
дикуляра ОР.—Отд$лимъ на дуг СО 
часть СК, равную АВ, и проведемъ 
вспомогательную хорду СК, которая, 
по доказанному, равна хорд АВ и 
одинаково съ ней удалена отъ центра. 
У тр-ковъ*) СОР и СОК двЪ стороны 
одного равны двумъ сторонамъ дру- 
гого (какъ рад1усы), а углы, заклю- 
ченные между этими сторонами, не 
равны; въ этомъ случаф, какъ мы 
зназмъ (58), противь большаго изъ 
угловъ, т.е. СОР, должна лежать бблышая сторона: значить, 
СО>ОК, и потому СО>АВ. 

Для доказательства того, что ОЕ>>ОЕ, проведемь ОГСК и 
примемъ во вниман!е, что, по доказанному, ОЕ=ОГ,; сл%д., 
памъ достаточно сравнить ОЁ съ ОГ. Въ прямоугольномъ тр-к% 
ОЕМ (покрытомъ на чертежЪ штрихами) гипотенуза ОМ больше 
катета ОР; но ОТ>ЭМ; значить, и подавно, О1/>ОЕ и потому 
ОЕ>ОЕ. 

Теорема, доказанная нами для одного крута, остается 
вЪрною и для равныхъ круговъ, потому что таке круги 
ничёмъ, кромВ своего положенйя, другь оть друга не отли- 
чаются. 

133. Обратныя теоремы. Такъ какъ въ предыдущемъ 
параграф разсмотр$ны всевозможные взаимно исключающие слу- 
чаи относительно сравнительной величины двухъ дугЪ одного ра- 
д1уса, при чемъ получились взаимно исключающе выводы относи- 
тельно сравнительной величины хорлдъ и разстоян1й ихъ отъ цент- 
ра, то обратныя предложен1я должны быть вЪрны (51), а именно: 

Въодномъкруг или въравныхъ кругахъ: 

1”, равныя хорды стягиваютъ равныя 
дуги и одинаково удалены отъ центра; 


Черт. 123. 


*) На чертежЪъ 123-мъ надо провести радусъ Ор. 
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2° хорды, одинаково удаленныя отъ 
центра равны и стягиваютъ равныя Дуги; 

3°, изъ двухъ неравныхъ хордъ большая 
стягиваетъ большую дугу и ближе к 
центру; 

4 изъ двухъ хордъ, неодинаково уда- 
ленныхъ отъ центра, та, которая ближе 
къ центру, боле и стягиваетъ большую 
дугу. | 

Эти предложен1я легко доказываются оть противнаго. Напр.., 
для доказательства перваго изъ нихъ разсуждаемъ такъ: если бы 
данныя хорды стягивали неравныя дуги, то, согласно прямой 
теоремЪ, он были бы не равны, что противор$чить услов1ю; 
значить, равныя хорды должны стягивать равныя дуги, а если 
дуги равны, то, согласно прямой теоремВ, стягиваюця ихь 
хорды одинаково удалены отъ центра. 

134. Теорема. Дгаметръ есть ‘ни. 
большая изъ хордъ. 

Если соединимъ съ центромъ О концы 
какой-нибудь хорды, не проходящей С 
черезъ центръ, напр., хорды АВ’ (чер- р 
текъ 124), то получимъ тр-къ АОВ, А 
въ которомъ одна сторона есть эта < 
хорда, а двз друг1я—рад1усы. Но въ В 
тр-кз каждая сторона менфе суммы Черт. 124. 
двухь другихъ сторонъ; сл$д., хорда АВ 
мензе суммы двухъ радтусовъ; тогда какъ всямй дламетрь СО 
равень сумм двухъ рад!усовъ. Значитъ, даметръ больше 
всякой хорды, не проходящей черезъ центръ. Но такъ какъ 
д1ламетръ есть тоже хорда, то можно сказать, что дламетръ есть 
паибольшая изъ хордъ. 


ГЛАВА ТУ. 
Свойства касэтельной, 


135. Относительное положен е прямой и 
окружности. Мы видЪфли (120), что прямая и окружность 
не могуть имЪть болЪе 2-хъ общихъ точекъ. Посмотримь теперь, 
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`при какихъ условяхъ прямая съ окружностью можеть имЪть 
2 обпыя точки, 1 общую точку и ни одной общей точки. Раз- 
смотримъ сл6дующие 3 случая: 

1°. Разстоянте (ОС, черт. 125) центра (0) окруж- 
ности отъ прямой (АВ) больше радтуса 
этой окружности. 
Тогда точка С прямой АБ. 
удалена оть центра О 
больше, ч$мъ на радусъ, 
и потому лежитъвн? круга. 
Вс$ остальныя точки пря- 
мой АВ удалены отъ 0 еще 
боле, чБмъ точка С (59); 
`значитъь, вс точки пря- 
мой АВ лежать внЪ круга, 
и потому эта прямая не иметь общихъ точекъ съ окружностью. 


Черт. 125. 


9°. Разстоянте (ОС, черт. 125) центра (0) окруж- 
ности отъ прямой (АВ) меньше радтуса 
этой окружности. Въ этомь случа точка С лежитъь 
внутри круга. Но на прямой АВ, по обЪ стороны оть точки С, 
можно найти такля точки Ди Е, которыя удалены отъ 0 болФе, 
ч%мъ на рад1усъ *), и которыя, сл$д., лежать внз круга. Но 
тогда каждый изъ двухъ отр$зковъ: СД и СЁ, соединяя вну- 
треннюю точку съ внфшней, долженъ перес$чься съ окруж- 
ностью. Слфд., въ этомъ случа прямая имЪетъ съ окружностью 
2 общая точки. 


3°. Разстоянте (ОС, черт. 125) центра (0) отъ 
прямой (АВ) равно радтусу. Тогда точка С при- 
надлежитъ и прямой, и окружности; вс же остальныя точки 
прямой удалены отъ О боле, чЪмъ точка С (59), и потому. ле- 
жатъ внЪ круга. Значить, въ этомъ случа прямая и окруж- 
ность имфють только одну общую точку, именно, 
точку С. 


*) Если, напр., на прямой АВ отложимъ отъ точки С, по обЪ сто- 
роны отъ нея, отрЪзки, равные радусу, то разстояне ихъ концовъ до 
пентра будуть больше радтуса, такъ какъ гипотенуза больше катета. 
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136. Опредълеше. Прямая (АВ, черт. 126), им$ю- 
щая съ окружностью только одну общую 
точку (С), наз. касатель- 
ною къ окружности; общая 
точка наз. въ этомъ случа точкою С 
касан{я. А " В 


137. Теоремы. 1°. Если прямая 
перпендикулярна къ радтусу въ конц$ 
его, Лежащемъ на окружности, то 
она есть касательная. 


20 (обратная). Если прямая каса- 
тельна къ окружности, то радусъ, 
преведенный въ точку касаня, пер- 
пендикуляренъ къ ней. 


Черт. 126 


1°. Пусть О (черт. 127) есть центръ окружности, ОС какой- 
нибудь. ея рад1усъ и АВ прямая, перпендикулярная къ ОС и 
проходящая черезь С; требуется дока- 
зать, что эта прямая есть касатель- 
ная — Разстоян1е прямой АВ оть цен- 
та О равно перпендикуляру ОС; но, 
по условю, ОС есть рад1усъ; значитъ, 
разстояне прямой АВ от% центра О рав- 
но радЁусу; а въ этомъ случаЪ, какъ мы 
видЪли (135), прямая иметь съ окруж- 
ностью только одну общую точку; слЪд., АВ есть касательная. 


Черт. 127. 


2°. Пусть АВ (черт: 127) есть касательная и ОС радщусъ, 
проведенный въ точку касан1я; требуется доказать, что ОСТАВ. 
Предположимъ противное, т.-е. что радлусъ ОС не перпенди- 
кулярень кь АВ, а представляеть собою наклонную къ этой 
прямой. Въ таномъ случаЪ какая-нибудь другая прямая, напр. 
ОС., будеть перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ центра О на 
касательную АВ (32). Такь какъь перпендикуляръ короче на- 
клонной (59), то ОС!<О0; значить, тогда разстояне прямой АВ 
оть центра О, равное перпендикуляру 0С., будеть меньше 
радтуса,; а въ этомъ случа$, какъ мы видЪли (135), прямая должна 
имЪть съ окружностью 2 обпйя точки, а не одну, какъ данная 


А, Киселевъ. Геометр1я. у 
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касательная АВ. СлЪд., нельзя допустить, что радусъ ОС не 
перпендикуляренъ къ АВ; значитъ, ОС АВ. 


138. Теоремы. 1°. Если каса- 
Е тельная параллельна хордф, то 
она дБлитъ въ точк$ касантя дугу, 
стягиваемую хордой, пополамъ. 

Пусть прямая АВ (черт. 198) 
касается окружности въ точк$ М 
и параллельна хордз СГ; тре- 
буется доказать, что 

—СМ=—Мр. 

Проведя черезъь точку касан1я 
дламетрьъ ЕМ, будемъь имфть: 
ЕМ-ТАВ (137, 2°) и слжд., ЕМС (82); поэтому —СМ= 
—МШ (130, 1°). 

`2° (Обратная). Если касательная (АВ) проходитъ черезъ 
середину дуги (СЛ), то она параллельна хордЪ, стягивающей 
эту дугу. 

ДЪйствительно, эта касательная перпендикулярна къ да- 
метру (ЕМ), проведенному черезъ середину дуги, а такой д1а- 
метръ перпендикуляренъ къ хорд (130, слфд. 2°); но два перпен- 
дикуляра къ одной и той же прямой должны быть параллельны. 

139. Задача. Черезъ данную точку провести 
касательную къ данной окружности. 

Если данная точка (напр., точка М, черт. 128) находится _ 
на окружности, то проводять черезь нее рад1усъ и 
черезъ конецъь рад1уса перпендикулярную прямую. Эта прямая 
и будеть искомой касательной (137, 1°). Другой касательной 
черезъ ту же точку окружности провести нельзя, такъ какъ. 
касательная должна быть перпендикулярна къ радусу ВЪ. 
концБ его, лежащемъ на окружности, а двухъ различныхъь 
перпендикуляровъ къ одному и тому же рад!усу черезь одну 
И ту же точку провести нельзя. 

‚ Раземотримъ теперь случай, когда точка дана вн% к рука. 


Пусть требуется (черт. 129) провести къ окружности центра О 
касательную черезъ точку А. Для этого изъ точки А, какъ 
центра, описываемъ дугу радусомъ 40, а изъ точки О, какъ 


Черт. 128. 
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центра, пересЪкаетъ эту дугу въ точкахъ Ви С растворенемъ 
циркуля, равнымъ д1аметру даннаго ‘круга. Проведя затЪмъ 
хорды ОВ и ОС, соединимъ точку А съ точками Пи Е, въ ко- 
торыхъ эти хорды пересЪкаются съ данною окружностью. Пря- 
мыя АД и АЕ и будуть касательными къ окружности 0. ДЗЪЯ- 
ствительно, изъ построен1я видно, что тр-ки АОВ и АОС 
равнобедренные (40=АВ=АС) съ основанями ОВ и ОС, 
равными д1аметру круга О. Такъ 
какь ОР и ОЕ суть ращусы, а 
радлусъ равеньъ половин д1а- 
метра, то П есть середина ОВ, 
а Е середина ОС; значить, пря- 
мыя АРи АЕ суть мед1аны, 
проведенныя къ основан1ямъ рав- 
нобедренныхъ тр-ковъ, и потому 
перпендикулярны къ этимъ осно- 
ванлямъ (39). Если же прямыя АД 
и АЕ перпендикулярны къ ра- 
дтусамъь ОР и ОЕ въ ихъ концахъ, 
лежащихъ на окружности, то онЪ 
касательныя. Черт. 129. 


Замфчан!е. Очевидно, что если данная точка лежить вн утри 
круга, то черезъ нее нельзя провести касательной. 

140. Сл$детв!йе. ДвЪ касательныя, проведенныя изъ 
одной точки къ окружности, равны и образуютъ равные углы 
съ прямою, соединяющею эту точку съ центромъ 

Такъ, АР=АЕ и СОАР=ХОАЕ (черт. 199), потому что 
прямоугольные тр-ки АОР и АОЕ, имъюще общую гипоте- 
нузу АО и равные катеты ОЛ и 
ОЕ (какъ радусы), равны. А 


Е, Е 
Само собою разумЪется, что 
здВсь подъ словомъ «касательная» 
разум$ется собственно «отр%зокъ М--Р ”-1С 
касательной» оть данной точки до 
точки касаня. | 
141. Задача. Провести каса- Е Е 
| 


В 


тельную къ данной окруж- 
ности параллельно данной Черт. 130. 
прямой АВ (черт. 130). 7* 
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Черезъ центръ О проведемьъ МСТ АВ и черезъ точки Ри П.. 
въ которыхьъ этоть перпендикуляръ перес$кается съ окруж- 
ностью, проведемъ ЕЁ || АВи ЕЁ, || АБ. Искомыя касательныя 
будуть ЕЕ и ЁЕР,. ДЪйствительно, такъь какь МСТАВ 
и ЕЁ} АВ, а также и ЕЁ, | АВ, то ЕРГОР и ЕЕ, 1 ОП,; 
а прямая, перпендикулярная къ радтусу въ концЪ его, лежа- 
щемъ на окружности, есть касательная. 

142. Задача. Къ двумъ окружностямъ про- 
вести общую касательную (черт. 131. 

1. Анализъ. Предположимъ, что задача рЪшена. Пусть 
АБВ будетъ общая касательная, А и В точки касан1я. Очевидно, 
что если мы найдемъ одну изъ этихь точекъ, напр., 4, то за- 
Т$мъ легко найдемъ и дру- 
гую. Проведемъ радусы ОА 
и О.Б. Эти радлусы, будучи 
перпендикулярны къ общей 
касательной, параллельны 
между собою; поэтому если 
изъ О, проведемъ О.С 1 ВА, 

Черт. 131. то тр-къ ОСО, будеть пря- 

моугольный при вер- 

шинЪ С; вел детв1е этого, если опишемъ изъ О, какъ центра, 

рад1усомъ ОС окружность, то она будеть касаться прямой 0:0 

въ точкз С. Рад!усь этой вспомогательной окружности извЪ- 

стенъ: онъ равенъ О4А—СА=0ОА— О.В, т.-е. онъ равенъ разности 
радтусовъ данныхъ окружностей. 

Построен1е. Обозначимъ радтусъ ббльшаго круга че- 
резъ В и рад1усь меньшаго черезъ г. Опишемъ изъ центра О 
окружность рад1усомъ, равнымъ В—т; изъ О, проводимъ къ 
этой окружности касалельную 0:С (способомъ, указаннымъ 
въ предыдущей задачВ $ 139)* черезъ точку касавя С проводимъ 
радлтусъ ОС и продолжаемъ его до встрЪчи съ данною окруж- 
чостью въ точкЪ А. Наконець, изъ А проводимь АД парал- 
лельно С0\. 

Доказательство (синтезъ). Такъь какь 0.0, по по- 
строен1ю, есть касательная въ точкз С къ окружности рад1- 
уса ОС, то О.СТОС, и, значить, О.СТОА. Такъ какъ АГ | СО:, 


*) Если это возможно, т.-е. если центръ О, окажется лежащимъ не внутри 
круга, описаннаго радлусомь ОСб=Е— 7. 
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тои АРТ ОА и потому АЛ есть касательная къ данной окруж- 
ности центра О (137). Остается доказать, что прямая АД ка- 
сается также и другой данной окружности. Для этого изъ 
центра О, проведемъ О.В АЛ. Прямыя О.В и СА, будучи 
перпендикулярны къ АД, должны быть параллельны; съ дру- 
гой стороны, 40| 0,С; слЪд., фигура О.САВ есть параллело- 
граммъ; поэтому 0В=СА=ОА—0ОС; но ОС=Е—*"; сл$д., 
О.В=В—(В—ю=т. Значитъ, точка В принадлежить данной 
окружности центра О;, и прямая О.В есть радтусъ этой окруж- 
ности. Такимъ образомъ, прямая АД перпендикулярна къ 
радлусу О.В въ его конц, лежащемъ на окружности, а такая 
прямая есть касательная. 

Совершенно такимъ же способомъ мы можемъ построить 
другую общую касательную 4.В, (черт. 131). Прямыя АВ и 
А.В: наз. вн шними общими касательными. 

Можно еще провести дв внутреннуя касательныя 
слфдующимъ образомъ. 

5° Анализъ. Предположимъ, что задача рфшена (чер- 
‚ тежъ 139). Пусть АВ будеть искомая касательная. Проведемъ 
‚ радтусы ОЛ и ОВ въ точки касан1я А и В. Эти радлусы, будучи 
оба перпендикулярны къ общей касательной, параллельны 
между собою. Поэтому если изъ О, проведемъ О:С | ВА и про- 
должимъ ОА до точки С, то ОС будетъ перпендикуляренъ къ О.С; 
вслЪдетв!е этого окружность, описанная радтусомъ ОС изъ 

точки О, какъ центра, бу- 
`’деть касаться прямой О.С 
ВЪ точк$ ©. Радусъ этой 
вспомогательной — окруж- 
ности извЪстенъ: онъ ра- 
венъ ОА - АС = ОА - 
О.В=В-", т.-е. онъ ра- 
венъ сумм о радусовъ 
данныхъ окружностей. 

Построенте. Изъ О, какъ центра, описываемъ окружность 
радтусомъ, равнымъ сумм$ В-г; изъ О, проводимъ къ этой 
окружности касательную 0,С*; точку касавая С соединяемъ съ 


Черт. 132. | 


*) Если это возможно, т.-е. если центръ О, окажэтся лежащимь не внутри 
круга олисаннаг› ращусомъ ОС=Е--т. 
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О; наконецъ, черезъ точку 4, въ которой ОС перес$кается съ 
данной окружностью, проводимь АШ | 0.С. 

Доказательство (синтезъ) остается то же самое, 
какъ и въ случаЪ 1°. 

Подобнымь же образомъ можно построить другую внутрен- 
нюю касательную 4.В.. | 

Зам чае. Не ко всякимъ двумъь окружностямъ можно 
провести обпия касательныя; напр., если одна окружность 
лежить внутри другой, не имЪя съ ней ни одной общей точки, 
то очевидно, что къ такимъ окружностямъ нельзя провести ни 
внЪшнихь, ни внутреннихь общихъ касательныхъ; или, если 
окружности пересЗкаются, то очевидно, что къ нимъ нельзя 
провести внутреннихъь общихъ касательныхъ, 

143. Общее опредълен1е касательной. Пусть къ 
окружности центра О (черт. 133) проведены черезъь точку А 
касательная АТ и какая-нибудь сЪкушая АМ. Станемъ вра- 
щать эту с5кущую вокругь точки А такъ, чтобы другая точка 
перес$чен1я В все ближе и ближе придвигалась къ А. Тогда 
перпендикуляръь ОШ, опущен- 
ный изъ центра на сЪкущую; 
будеть все болЪе и болфе при- 
ближаться къ рад1усу ОА, при- 
чемъ уголь АОШ, равный поло- 
вин$ угла АОВ, можеть сдф- 
латься меньше всякаго малаго 
угла. Уголь МАТ, образован- 
ный сфкущею и касательною, 

Черт. 133. равенъ ‘углу АОР (велфдетые 
перпендикулярности ихь сторонъ); поэтому при неограни- 
ченномъ приближени точки В къ А уголь МАТ также можеть 
быть сдфланъ какъ угодно малъ. Это выражають иными сло- 
вами, такъ: касательная есть пред льное по- 
ложенте, къ которому стремится с$кущая, 

`- проведенная черезъ 
точку касантя, когда 
вторая точка пере- 
с. чен1я н‹еограни - 
ченно приближается 
Ч рт. 134, къ точк$ касантя. 
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Это свойство принимають за опред ленте каса - 
тельной, когда р$чь идеть о какой угодно кривой. Такимъ 
образомъ, касательною къ кривой АВ (черт. 134) 
въ точк$ М наз. пред $ льное положенте МТ, 
къ которому стремится сзкущая ММ, когда 
точка перес$чен1я Р неограниченно при- 
ближается къ М. | 

Опред$ляемая такимъ образомъ касательная можетъ имЪть съ 
‘кривою бол$е одной общей точки (какъ это видно на черт. 134). 


ГЛАВА У\. 
Отноеительное положене окружностей 


144. Опредфленше. Если дв% окружности 
имзютъ только одну общую точку, то го- 
ворятъ, что он касаются; если же._двЪ 
окружности имютъ дв общу я точки, То 
говорятъ, что он$ перес$каются. 

Трехъ общихъ точекъ дв несливаюпияся окружности ить 
не могутъ, потому что въ противномъ случаЪ черезъ три точки 
можно было бы провести дв различныя окружности, что не- 
возможно (122). | 

Будемъ называть лин1ей центровъ прямую, проходящую 
черезъ центры двухъ окружностей (напр., прямую О0\, черт. 135). 

145. Теорема. Если двЪ окружности имфютъ общую точку 
по одну сторону отъ лини центровъ, то он имфютъ общую 
точку и по другую сторону отъ этой лини, т.-е. такя окруж- 
ности пересЪБкаются. 

Пусть (черт. 135) дв$ окружности. им БЮтЬ общую точку 4, 
лежащую вн лини центровъ 
00.; требуется доказать, что 
эти окружности имЗють еще 
общую точку по другую сто- 
рону отъ прямой О0:. 

Опустимъ изъ А на прямую 
. 00!. перпендикуляръ АВ и 
продолжимь его на разетояне 
ВА., равное АВ. Докажемъ 
теперь, что точка 4, принадлежитъ обфимъ окружностям. 


Черт. 135. 
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Изъ построен1я видно, что точки О и 0, лежать на перпенди- 
кулярЪ, проведенномъ къ отр$%зку АА., черезъ его середину. 
Изъ этого слЪдуетъ, что точка О одинаково удалена оть 4 и А, 
(63, 2°); то же можно ‘сказать и о точк$ О:; значитъ, об$ окруж- 
ности, при продолжен1и ихъ, пройдутъ черезъ .4.. Такимъ 
образомъ, окружности имЪють двЪ обпля точки: точку А (по усло- 
в1ю) и точку А, (по доказанному); сл$д., онЪ пересЗкаются. 


146. СлБдстве. Общая хорда (АЛ;, черт. 135) двухъ пере- 
сфкающихся окружностей перпендикулярна къ лини центровъ 
и дБлится ею пополамъ. 


147. Теорема. Если двЪф окружности имфютъ общую 
точку на лини ихъ центровъ, то онф касаются. 

Пусть общая точка А двухъ окружностей лежить на липи 
- Центровъ ОО, (черт. 136 и 137). Требуется доказать, что такя 
окружности касаются, т.-е что онЪ не имфютъ никакой другой 
общей точки.—-Окружности не могуть имфть другой общей 
точки вн лини центровъ, потому что въ противномъ случа$ 
он$ имфли бы еще третью общую точку по другую сторону 
отъ лини центровъ (145) и, сл$д., должны были бы слиться (122) 
‚ Он$ не мотуть имЪть другой общей точки и на линйи центровъ, 
такъ какъ на этой прямой, очевидно, нфть другой точки, ко- 
торая оть обоихъ центровъ была бы удалена настолько же, 
какъ и точка А. СлЪд., окружности имфють только одну общую 
_ точку, т-е онЗ касаются, 


(о М 
26 А | 
М М 
Черт. 136. Черт. 137. 


148. ЗамЪчан!е. Касане двухь окружностей наз. вн ш - 
нимъ, если он расположены одна внЪ другой (черт 136), 
и внутреннимъ, если одна изъ окружностей лежить 
внутри другой (черт. 137). — - 


— 105 — 


149. Теорема. (обратная предыдущей). Если дВЪ окруж- 
ности касаются, то точка касания лежитъ на лини центровъ. 

Пусть двЪ окружности (черт. 136 и 137) касаются въ точкз А, 
т-е имфютъ только одну общую точку А; требуется доказать, 
- что эта точка лежить на линйи центровъ.— Точка А не можеть 
- лежать вн% лини центровъ, потому что въ противномъ случа 
‚ окружности имли бы еще другую общую точку, что противо- 
р№чить услов!ю теоремы | | 

150. СлЪдетв!е. Двф касательныя окружности имфютъ 
общую касательную въ точкф касантя, потому что если про- 
‚ ведемъ черезъ точку касанйя прямую ММ (черт. 136 и 137), 
перпендикулярную къ радлусу ОА, то эта прямая будеть также 
перпендикулярна и къ радлусу 01А*. 

151. Различные случаи относительнаго поло- 
жен1я двухъ окружностей, Обозначимъ радлусы 
двухъ окружностей буквами Ви В, и разстоян1е между ихъь 
` центрами буквою 4. Разсмотримъ, какова зависимость между 
‘этими величинами въ различныхь 
 случаяхь относительнаго положен1я 
двухь окружностей. Этихъ случаевъ 
можно указать слВдующе 5: 

1°. Окружности лежать 
одна вн другой, не ка- 
саясь (черт. 138); въ этомъ слу- 
чаз, очевидно, &>Е-Е,. 

2°. Окружности имЗютЪ 
вн$ шнее касан1е. (черт. 139); 
тогда 4=В-В., такъ какъ точка 
касанця лежитъ на лини центровъ. 


Черт. 138. 


3°. Окружности перес$ ка- Черт. 139. 3 
_ ются (черт. 140, 1°и 2°); то- Г. 
гла < В-+ В, ивь то же время А 
ф>В-— В,, потому что въ тр-кЪ ^ 
ОАО, сторона.О0О,, равная 4, С 


меньше суммы, но больше раз- 
ности двухъ другихъ сторонъ, 
равныхъ рад1усамь Ви В. Черт. 140. 


*) Озружноети, касающуяся извн В, имВють еще 2 обия вншея касательныя. 


` 


А 
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4”. Окружности имфютъ внутреннее ка- 

сан1е (черт. 141); въ этомъ случаЪ 
4<В—В,, потому что точка касанйя лежить 
на. лини центровъ. 

Наконецъ, 5’, одна окружность 
лежитъ внутри другой, не ка- 
саясь (черт. 142); тогда, очевидно, 
4<В—В, и въ частномъ случаз 4=0, когда 
центры об$ихъ окружностей сливаются (такля 
очружности наз.к онцентрическими). 

152. Обратныя 
предложен!я. Такъ 
какъ разсмотр$нные 

^ ` Нами случаи раеполо- 
жен1я двухь окруж- 
ностей таковы, что ка- 
ждый изъ нихъ исклю- 
чаетъ собою вс$ осталь- 
ные, и случаи эти со- 
провождаются такими соотношен1ями между разетоян1емъ 
центровъ и величиною радлусовъ, которые тоже взаимно другь 
друга исключаютьъ, то обратныя предложен1я должны быть 
В$рны (5[), а именно: . | 

1” Если 4>Е- В,, то окружности располо- 
жены одна вн $ другой, не касаясь. 

2” Если 4=В-+ В,, то окружности касаются 
извнф. = (о 

'3°.. Если 4<В- В, и въ то же время 4>8- В, 
то окружности перес$ каются. 

4”. Если 4=В—В,, то окружности касаются 
извнутри. 

5°. Если 4<А-В,, то одна окружность ле- 
житъ внутри другой, не касаясь. 

ВсВ эти предложен1я легко доказываются оть противнаго. 


Черт. 141. 


у Черт. 142. 


———————— 
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УПРАЖНЕНТЯ: 
Найти геометрическя м$ста: 


101.—-точекъ, изъ которыхъ касательныя, проведенныя къ данной 
окружности, равны данной длинЪ. 

102.— точекъ, изъ которыхъ данная окружность видна подъ даннымъ 
угломъ (т.-е. двЪ касательныя, проведенныя изъ каждой точки къ 
окружности, составляютъ между собою данный уголъ). 

103.--центровь окружностей, описанныхъ даннымъ радлусомъ’и 
касающихся данной прямой. 

104.—-пентровь окружностей, касающихся данной окружности 
‘`ВвЪ данной точкЪ. 

105.—ментровъ окружностей, описанныхъ даннымЪъ радусомъ и 
касающихся данной окружности (два случая: касан1е внфшнее и ка- 
сане внутреннее). 

106. Прямая данной длины движется параллельно самой себ такъ, 
что одинъ ея конепъ скользить по окружности. Найти геометрическое 
м$ето, описанное другимъ кониомъ. 

107. Прямая данной длины движется такъ, что концы ея скользятъ 
по сторонамъ прямого угла. Найти геометрическое мЪсто, описываемое 
серединою этой прямой. 

Доказать теоремы. 

107,4. Въ круг центра О проведена хорда АВ и продолжена на 
разстоян!е ВО, равное радусу. Черезъ точку С и ментръ О проведена 
сЪкушая СО (ШБ вторая точка пересЪченйя съ окружностью). Доказать, 
что уголь АОВ равенъ утроенному углу АСР. 

108. Если черезъ пентръ окружности и данную точку внЪ ея про- 
ведемъ сЪкушую, то часть ея, заключенная между данною точкою 
и ближайшею точкою пересЪчен!я, есть наименьшее разстояне, а 
часть, заключенная между данною точкою и другою точкою перес$- 
чен1я, есть наибольшее разстояне этой точки отъ окружности. 

109. Кратчайшее разстоян!е между двумя окружностями, лежащими 
одна внЪ другой, есть отр$зокъ лин1и центровъ, заключенный между 
окружностями. 

110. Изъ веЪхъ хордъ, проведенныхъ въ окружности черезъ одну 
точку, наименьшая есть та, которая перпендикулярна къ радусу, 
проходяшему черезъ эту точку. 

111. Если черезъ точку пересЪчен!я двухъ окружностей будемъ 
проводить сЪкуция, не продолжая ихъ за окружности, то наибольшая 
изъ нихъ окажется та, которая параллельна лини пцентровъ. 

112. Если къ двумъ окружностямъ, касающимся извнЪ, провести 
три обцця касательныя, то внутренняя изъ нихъ дЪлить дв друпя 
въ точкахъ, одинаково удаленныхъ отъ точекъ касания. 

113. Ве хорды данной длины, проведенныя въ данной окруж- 
ности, касаются нфкоторой другой окружности. 
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114. Если черезъ одну изъ точекъ пересЪчен!я двухъ окружностей 
проведемъ д1амегры въ каждой окружности, то прямая, соединяющая 
концы ихъ, пройдетъ черезъ другую точку пересфчен!я. 

114,4. Черезъ точку А окружности проведена хорда АВ и затЪмъ 
касательная въ точкЪ В; д1аметръ, перпендикулярный къ радусу ОА, 
встр$чаетъь касательную и хорду соотвЪтственно въ точкахъ Си Ш. 
Доказать, что ВС =Ср. 

114,6. Къ двумъ окружностямъ пентровъ Ои О, касающимся извнЪ 
въ точкЪ А, проведена общая внЪшняя касательная ВС (Ви С точки 
касан!1я); доказать, что уголь ВАС есть прямой. 


Задачи на построенте. 

115. Разд$лить данную дугу на 4, 8, 16... равныхъ частей. 

116. По суммЪ и разности дугъ найти эти дуги. 

117. Изъ данной точки, какъ центра, описать такую окружность, 
которая раздфлила бы данную окружность пополамъ. 

118. На данной прямой найти точку, наименфе удаленную отъь 
данной окружности. 

119. Въ круг дана хорда. Провести другую хорду, которая дз- 
лилась бы первою пополамъ и составляла бы съ нею данный уголъ. 

120. Черезъ данную въ кругЪ точку провести хорду, которая дз- 
лилась бы этою точкою пополамъ. 

121. Изъ точки, данной на сторонф угла, описать окружность, 
. которая отъ другой стороны угла отсЪкэала бы хорду данной длины. 

122. Даннымъ рад!усомъ описать окружность, которой ицентръ 
лежалъ бы на сторонЪ даннаго угла и которая отъ другой стороны 
его отс$кала бы хорду данной длины. . 

123. Даннымъ рад1усомъ описать окружность, которая касалась бы 
цанной прямой въ данной точкЪ. 

124. Описать окружность, касательную къ сторонамъ даннаго угла, 
при чемъ одной изъ нихъ въ данной точкЪ. 

125. Описать окружность, касающуюся трехъ сторонъ тр-ка. 

126. Между двумя параллельными прямыми дана точка; провести 
окружность, проходящую черезъ эту точку и касающуюся данныхъ 
прямыхъ. 

127. Провести къ данной окружности касательную подъ даннымъ 
угломъ къ данной прямой. 

128. Изъ точки, данной вн круга, провести къ нему сЪЗкушую 
такъ, чтобы ея внутренняя часть равнялась данной длинЪ (изслЪдо- 
вать задачу). 

129. Даннымъ рад1усомъ описать окружность, проходяцгую черезъ 
данную точку и касательную къ данной прямой. 

130. На данной прямой найти такую точку, чтобы касательныя, 
проведенныя изъ нея къ данной окружности, были данной длины. 

1381. Построить ДА, зная одинъ уголъ и дв высоты, изъ которыхъ 
одна проведена изъ вершины даннаго угла. 
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132. Даны дв окружности; провести къ нимъ сЪкушую такъ, 
чтобы внутреннйя части ея равнялись даннымъ прямымъ. 

133. Даны двЪ точки; провести прямую такъ, чтобы перпендику- 
ляры, опушенные на нее изъ этихъ точекъ, им$ли данныя длины. 

134. Описать окружность, которая проходила бы черезъ данную 
точку и касалась бы данной окружности въ данной точкЪ. 

135. Описать окружность, которая касалась бы двухъ данныхъ 
параллельныхъ прямыхъ и къ КРУТУ, находящемуся между ними. 

136. Даннымъ рад1усомъ описать окружность, которая касалась бы 
даннаго круга и проходила бы черезъ данную точку. 

157. Даннымъ радусомъ описать окружность, которая касалась бы 
данной прямой и даннаго круга. 

138. Даннымъ радусомъ описать окружность, которая отъ сторонЪъ 
даннаго угла отсзкала бы хорды данной длины. 

1389. Описать окружность, касаюцтуюся даннаго круга въ данной 
точкЪ и данной прямой (2 рЪшенля). 

140. Описать окружность, касаюцтуюся данной прямой въ данной 
точкЪ и даннаго круга (2 рЪшен1я). 

141. Описать окружность, касаюцтуюся двухЪ данныхъ Круговъ 
при чемъ одного изъ нихЪ въ данной точкВ (разсмотр$въ три случая: 
1, искомый кругъ лежитъ внЪ данныхъ; 8, одинъ изъ данныхъ круговъ 
лежитъ вн искомаго, другой внутри; 3, оба данныхъ круга лежатъ 
внутри искомаго). 

142. Описать окружность, касаюцгуюся трехъ равныхъ круговЪъ 
извнЪ или внутри. 

143. Въ даннный секторъ вписать окружность, касающуюся къ 
рад1усамъ, ограничиваюцгимъ секторъ, и къ дугЪ сектора. 

144. Вписать ‘въ данный кругъ три равные круга, которые каса-. 
лись бы попарно между собою и даннаго круга. 

145. Черезъ точку внутри круга провести хорду такъ, чтобы раз- 
ность ея отрЪзковъ равнялась данной длинЪ 

146. Черезъь точку пересЪчен1я двухЪъ окружностей провести съ- 
куцпую такъ, чтобы часть ея, заключенная внутри окружностей, 
равнялась данной длинЪ. 

147. Изъ точки, данной внЪ круга, провести сЪкушую такъ, чтобы 
внЪшняя ея часть равнялась внутренней. 


ГЛАВА УТ. 
Измърене величинъ. 


153. Общая мъра. Общею м$рою двухъ дан- 
ныхъ отр $ зковъ прямой называется такой 
трет:й отр Зз9къ прямой, который въ ка- 
ждомъ изъ. данных содержится ц%лое 
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число разъ безъ остатка. Такъ, если (черт. 143) 
М отр$зокь АМ содержится вь АВи 


А-В въ СО цфлое число разъ (напр., 


5 разъ въ АВ и 3 раза въ СЛ), то 

С р АМ есть общая мфра АВ и СО. 

Подобно этому, можеть быть 

Черт. 143. общая м$ра двухъ дугь одина- 

коваго рад1уса, двухъ угловъ и вообще двухъ значен1й одной 
И той же величины. 

154. Нахожден1е наибольшей общей мЪры. 
Чтобы найти наибольш ую общую м$ру двухъь отр%Ъзковъ 
прямой, употребляютъ способъ посл $ довательнаго 

отложения, подобный тому по - 
__ А__ сл$ довательному д%ле- 
н1ю, какимъ въ ариеметик% нахо- 
В. дять общаго наибольшаго дфлителя 
Е двухъ цфлыхъ чиселъ. Этоть способъ 
основывается на сл$Здующихь пред- 

Черт. 144. ложен1яхъ: 

‚1. Если меньш]:Йй изъ двухъ данныхъ 
отр $зковъ (Аи В, черт. 144) содержится въ 
ббльшемъ цфлое число разъ безъ остатка, 
то наио. общая м$ра такихъ отр$зковъ 
есть меньш1й изъ нихъ. 

Пусть, напр., В содержится въ А ровно 3 раза; такъ какъ 
‘при этомъ, конечно, В содержится въ В ровно 1 разъ, то В есть 
общая м%ра отр$зковъь Ди В; съ другой стороны, эта, 
м$ра естьи наибольшая, такъь какъ никакой отр$зокъ, 
болышй В, не можеть содержаться въ В безь остатка. 

2. Если меньш1й изъ двухъ данных 
отр$®зковьъ (В, черт. 145) содержится въ ббль- 
шемъ (въ 4) цлое число разъ съ какимъ- 

нибудь остаткомъ (В), то 


А наиб. общая м%ра этихъ 

--771 [— ‚—^ => ОТР $Ззковъ должна быть 
№ вмВст съ тмь и наиб 

В. общей м рой меньшаго 


отр $зка. (В) и остатка (В). 
Черт. 145. Пусть, напр., А=В-+В-+В-В. 
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Изъ этого равенства мы можемъ вывести слздующпя два 
заключеня: 

`1) Всяюый отр®зокъ, содержапийся цфлое число разъ безъ 
остатка въ Ви въ В, содержится также безъ остатка и въ А; 
если, напр., какой-нибудь отрзокъ содержится въ В ровно 
5 разъ и въ В содержится ровно 2 раза, то въ А онъ содержится 
Б-5- 5-2, т.-е. 17 разъ безъ остатка. 

2) Обратно: всяюмй отрЪзокъ, содержапИЙся ц$лое число 
разъ безъ остатка въ А и въ В, содержится также цзлое число 
разъ безъ остатка и въ В; если, напр., какой-нибудь отр$Ззокъ 
содержится въ Л ровно 17 разъ и въ В ровно 5 разъ, то въ той 
части отрЪзка А, которая равна 3В, онъ содержится 15 разъ; 
слфд., въ оставшейся части отр%зка А, т.-е. въ В, онъ содер- 
жится 17—15, т.-е. 2 раза. 


Такимъ образомъ у двухъ паръ отрЪзковъ: 
—— —— 


АДиБВ Ви В 
должны быть одн® и тЪ же общйя мЪры; поэтому и наибольшая 


общая м%фра у нихъ должна быть одна и та же. 

Къ этимъ двумъ предложен1ямъ надо еше добавить слздующую 
акс1ому Архимеда (акс1ому измЪрен!я).: 

3) Какъ бы великъ ни былъ большутуй отр3- 
зокъ (4)и какъ бы малъни былъ меньшуй отр\Т- 
зокъ (В), всегда, откладывая меньш{!й на боль- 
шемъ посл довательно \1, &, 3, ит. д. раза, мы 
дойдемъ до того, что посл нфкотораго таго 
отложен1я или не получится никакого ос 
татка, или получится остатокъ; меньший мень- 
шаго отр%зка (В). 

Примфнимъ эти предложен1я къ нахожден1ю наиб. общей 
мЪры данныхь отрзковь АВ и СО (черт. 146). Для этого на 


большемъ отрЪзкЪ откла- Е 
дываемь менышй  (по- АВ 
мощью циркуля) столько : 

разъ, сколько можно.  С-—4+—) 

Если СО уложится въ АВ Черт. 146. 

безъ остатка, то искомая мЪра, согласно предложен1ю 1-му, 
й есть СО: если же этого не произойдеть (какъ у насъ на чер- 
теж), то, согласно предложен1ю 8-му, вопросъ приведется 
°кь нахожден1ю наиб. общей м$ры двухъ меныпихъ отрЪзковъ, 
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именно СД и перваго остатка ЕВ. Чтобы найти ее, поступаемъ 
по предыдущему, т.-е. откладываемъ ЕВ на СП столько разъ, 
сколько можно. Если ЕВ уложится въ СЛ безъ остатка, то иско- 
мая м$ра и будеть ЕВ; если же этого не произойдеть (какъ 
у насъ на чертежз), то вопросъ приведется къ нахожден1ю 
наиб. общей м$ры двухь меньшихъ отрЪзковъ, именно ЕВ и 
второго остатка ГО. Если, продолжая этоть пр1емъ далфе, мы 
дойдемъ до того, что посл нфкотораго отложеня уже не получит- 
ся никакого остатка, то отр$зокъ, который при этомъ от- 
кладывали (послЪдн1й изъ остатковъ), и будетъ искомая м$ра. 

Чтобы удобнЪе вычислить, сколько разъ найденная общая 
наиболыная м$ра содержится въ данныхъ прямыхъ, выписы- 
ваемъ рядъ равенствъ, получаемыхъ посл каждаго отложешя. 
Такъ, при нашемъ чертеж мы будемъ имЪть: 


ПослЗ 1-го отложен1я..... АВ=3 СО-ЕВ 
» 2-го » .....СО=8 ЕВ-Ер 
у 3-го ина ЕВ=4 РГО. 


Переходя въ этихъ равенствахъ отъ нижняго къ верхнему, 
послБдовательно находимъ: 

ЕВ =4 КО; Ср=(4 ЕО).2-Ер=9 ЕР; 
АБВ=(9 Ер).3--4 Ер=31 ЕП. 

Подобно этому можно находить наиб. общую мЪру двухь 
дугь одинаковаго рад1уса, двухъ угловъ и т. п. 

Замфчане. Найдя наибольшую общую м$ру, мы 
можемъ затфмъ получить сколько угодно другихь меньшихъ 
общихъ мфръ; стоить’только брать 1], 1/з, |, ит. д, наиболь- 
шей мЪры. | 

155. Соизм$римыя и несоизм$римыя длины. 
Можеть случиться, что при нахожденш общей м$ры мы ни- 
когда не дойдемъ до того, чтобы не получилось никакого остатка; 
тогда данныя прямыя не будуть имфть общей мЪры. 

Два отр $зка прямой наз. соизм $ римыми,. 
если они им$ютъ общую м$ру, и несоиз- 
мБ$римыми, когда такой м$ры не ‘суще- 
ствуетъ. 

На практикЪ. нЪть возможности убЪЗдиться въ существован!и 
несоизм5римыхъ отрЪзковъ, потому что, продолжая послЪ-. 
довательное отложен1е, мы всегда дойдемъ до столь малаго 
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остатка, который въ предшествующемъ остатк$, повиди- 
мому, укладывается пфлое число разъ. Быть можеть, при 
этомъ и долженъ быль бы получиться нфкоторый остатокъ, 
но по причин неточности инструментовъ (циркуля) и Н660- 
вершенства нашихъ органовъ чувствъ (зрфн1я) мы не.въ со- 
стояи его замЪтить. Однако, можно доказать, что несоиз- 
мЪримые отр$зки существуютъ. Приведемъ наиболЪе простой 
примЪфръ такихъь отрЪзковъ. 

156. Теорема. Если въ равнобедренномъ треугольникЪ 
уголъ при основан!и равенъ 2/,4, то боковая сторона его несо- 
измфрима съ основашемъ. 

Пусть АВС равнобедренный тр-къ (черт. 147), У котораго 
каждый изъ угловь А и С равенъ 2/5 4: требуется доказать, 
что боковая сторона АВ несоизмфрима съ основанемъ АС. 

Прежде всего опредЗлимъ, которая изъ этихъ сторонъ больше. 
ля этого достаточно сравнить УГЛЫ, противъ которыхъ лежать 
эти стороны. Такъ какь, по услов!ю, А=С=*|; 4, то В=29— 
—2|-а—2/5а=6[5а; слЪд., 
В>0(: поэтому АС>АВ. 
Теперь найдемъ, сколько 
разъ въ АС можеть уло- 
ужиться АВ. Такъ какъ 
АС<АВ-ВСи АВ=ВС, 
то АС<Х2АВ; значить, 
АВ въ АС можеть уло- 
ЖИТЬСя ТОЛЬКО оДинНЪ Черт. 147. 
разъ съ н%®которымъ 
остаткомъ. 

Такимъ образомъ, мы прежде всего замфчаемъ слфдующее 
свойство: если въ равнобедренномь треуголь- 
ник% уголъ при основан1и равенЪ 2-4, то 
боковая его сторона содержится въ осно- 
ван1и только одинъ разъ и притомъ съ 
н& которымъ остаткомъе. 

Замтивъ это, приступимъ теперь КЪ посл довательному 
отложен1ю. Отложимъ на АС часть АД, равную АВ: тогда полу- 
чимъ остатокь ОС, который надо накладывать на АВ, или, что 
все равно, на ВС. Чтобы узнать, сколько разъ ОС уложится 

_ 8 
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на ВС, соединимъ В съ Г и раземотримъ АЛОВОС. Найдемъ его 
углы. Такъ какь Д АВР равнобедренный, то его утлы АВЛ и 
АРВ равны; слФд., каждый изъ нихъ равенъ 1/5 (24—А)=1/.(2а— 
25а) =“ /54. Но уголь АВС, какь мы прежде нашли, равенъ 
6/-4; слЁд., С ОВо=в 4—4] 4=?]-4. Такимъ образомъ, въ тр-кЪ 
ОВС есть два равныхъ угла при ВС; сл$д., онъ равнобедренный, 
при чемъ каждый уголъ при его основави ВС равенъ 2-4. Вел д- 
ств1е этого, по доказанному выше, боковая сторона его ШОС 
(или ВО) уложится въ основан!и ВС о динъ разъ съ н{- 
которымъ остаткомъ. Пусть этоть остатокъ будетъ ЕС. 
Соединивъ Ё съ Л, мы снова получимъ равнобедренный тр-къ 
СЛЕ, въ которомъ каждый уголъ при основан1и СЛ равенъ 2/54. 
Отложивъ ЕС (или РЕ) на ПС (отъ точки 0), мы снова получимъ 
равнобедренный тр-къь СЕЁ, у котораго каждый уголъ при осно- 
ванши СЕ равенъ 2/4. 

Такимъ образомъ, мы постоянно будемъ приходить къ равно- 
бедренному тр-ку (все меньшему и меньшему) съ углами при 
основан, равными ?/,4; слЪд., мы никогда въ этомъ процесс 
не дойдемъ до конца. Значить, стороны АС и АВ 


не могуть имЪть общей мфры. 
157. Приведемъ еше слздуюций примЪръ несоизмВримыхъ от- 
Р$зковъ нрямой. 
Теорема. Д‘агональ квадрата несоизм Брима съ его стороною. 

Такъ какъ д1агональ квадрата, раздЪляеть его на два равнобедрен- 
ныхь прямоугольныхъ тр-ка, то теорему эту можно высказать иными 
словами такъ: гипотенуза рав- 
нобедренаго прямоуголыь В 
наго треугольника несо- 
изм$рима съ его катетомъ. 

Предварительно докажемъ слЪдую- 
шее свойство такого тр-ка: если на ги- 
потенузЪ (черт. 148) отложимьъ часть АО, 
равную катету, и проведемъ ОДЁЕ| АС, 
то образовави!йся при этомъ прямо- 
угольный тр-къ РЕС бу- 


детъ равнобедренный, ‘а ` „/ 
отрззокъ ВЕ катета ВС ока- — <” 
жется равнымъ отр$зку РО 

гипотенузы. Чтобы убЪдиться въ Черт. 148. 


этомъ, проведемъ прямую ВО и раземотримъ углы тр-ковьъ ОЕС и 
ВЕ. Такъ какъ тр-кь АВС равнобедренный и прямоугольный, то 
5.1=1/,4; вслЪдетв!е этого /2 также равенъ 1/4; значитъ, /1= 2, 
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и потому СОР=рЬЕ. Въ тр-кЪ ВЕ уголъ 3 равенъ.разности ДАВО— 
ДАВЬ; но ДАВС=аи ДАВЬ= 1/.(294—/ 4) =1/,(24—1/.4) =3/4; сл$д., 
Д3=4—3/.4=1\.4. Равнымъ образомъ, з=ДАРЕ-/АРВ=а—3/44 
—1/.4. СлЪд., ДЗ=Д5 и потому ВЕ=БЕ; но РЕ=Ср; значить, 
ВЕ=Ср. | 

Замзтивъ это свойство, станемъ отыскивать наибольшую общую 
мЪру сторонъ Аб и АВ. Такъ какь АС«АВ-- ВС, т.-е. АС<«ЗАВ, 
то АВ отложится на АС только 1 разъ, причемъ получится нзкоторый 
остатокь ОС<АВ. Теперь надо этотъ остатокъ откладывать на АВ, 
или——что все равно—на ВС. Для этого проведемъ РЕ | АС. Тогда 
по доказанному, ВЕ=)С и, слЪд., мы будемъ имЪть одно отложен1е 
остатка ОС на катетЪ ВС. Остается теперь откладывать ОС отъ точки 
Е къ С столько разъ, сколько можно. Но прямоугольный тр-къ ОЁЕС, 
какъ мы видЪли, есть равнобедренный; значить, пронессъ нахожден1я 
обшей мЪры гипотенузы АС и катета АВ даннаго равнобедреннаго 
тр-ка переходитъ теперь въ процессъ нахожден1я общей мЪры гипо- 
тенузы ЕС и катета ОС другого (меньшаго) равнобедреннаго тр-ка. 
Вь свою очередь, этотъ процессъ также сведется къ нахожден1ю 
обшей мЪры гипотенузы и катета третьяго (еше меньшаго) равнобед- 
реннаго тр-ка и т. д. безъ конница. Значитъ, дагональ квадрата 
и сторона его не могутъ имЪть обшей м$ры. 

158. Понят1е объ изм$рении. Чтобы составить ясное 
представлен1е о данной длин%, мы ее измвряемъ при помощи 
другой, извЪстной намъ, длины, напр., посредствомь метра. 
Эта, извЪстная длина, съ которой мы сравниваемъ друг1я длины, 
наз, единицей длины. 

_При измфрени могуть представиться два различныхь случая: 
или изм®ряемая длина соизм$рима съ единицей, или несоизм®- 
рима, съ ней. 

Изм рить длину, соизм $ римую съ еди- 
ницей, значитъ узнать, сколько разъ въ 
ней содержится единица или какая-ни- 
будь доля единицы. 

Пусть, напр., надо измЪрить (черт. 149) длину отр%$зка пря- 
мой А при ‘помощи единицы В, 
соизмёримой съ 4. Тогда находять А 
ихъ общую мЪру и узнають, сколько .- -. 
разъ она содержится въ Ви А. 
Если общей м$рой окажется сама Е 
единица, В то результать измВрения 


Черт. 149, 
выразится ц% лы м ъ числомь; такъ, р 
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когда Б содержится въ А три раза, то длина А равна 3 един. 
Если же общей м$рой будеть н$зкоторая доля В, то результатъ 
изм$рен1я выразится дробнымъ числомъ; такъ, если 
общая м3ра есть 1/, доля В и она содержится въ А девять разъ 
(какъ изображено на черт. 149), то длина А равна 3/, единицы. 

Число, получившееся посл измфревя длины А, наз. м?- 
рою этой длины; о немъ принято говорить, что оно изм - 
ряетъ длину А въ единиц$ Б. Числа цЪлыя и дробныя наз. 
соизм$римыми (или рац1ональными) чис- 
лами. | 

2°. Когда измВряемая длина А несоизм$рима съ единицею 
длины В, тогда при помощи соизмримыхъ чиселъ мы не можемъ 
получить точнаго результата измЪрен1я. Д?Ъйствительно, 
ссли предположимъ, что мы нашли точную м$ру длины А, напр., 


т 
нашли, что А=В.>, то это значило бы, что !/, доля В содер- 


жится въ А ровно т разъ; тогда, значить, эта доля была бы 
общею мЁрою А и В, тогда какъ мы разематриваемъ случай, 

когда эти длины не соизмримы. | 
Въ этомъ случа при помощи соизм$римыхъ чиселъ мы можемъ 
находить только приближенные результаты из- 
м$рен1я, но съ какою угодно степенью 
точности. Пусть, напр., мы желаемъ найти приближенную 
м$ру длины А съ точностью до 1 о: Это значить, что мы же- 
лаемъ найти число, которое измЪ$- 


А ряло бы н%Ъкоторую соизмфримую 
а ра илая длину, различающуюся оть данной 
В несоизмфримой длины А менфе, 


ныы-ы----ыы ч8мъ на '/ю долю едини- 


Черт. 150 цы В. Для этого дЗлимъ единицу 

В на 10 равныхъ частей и одну такую 

долю укладываемъ на 4 столько разъ, сколько можно. Пусть 
окажется, что 1/\, В содержится въ ДА 13 разъ (черт. 150), при 
чемь получается остатокъ, меньший !/., В. Тогда каждое изъ 
чиселъ: 13/ и14/ , можно принять, какъ приближенную 
мЪру длины 4, причемъ первое число будетъ съ недостаткомъ 
(такъ какъ 13/) В<А), а второе—съ избыткомъ (такъ какъ 


“о В>А). 
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Вообще, чтобы найти приближенныя м$ры длины А сь точ- 
ностью до |, единицы, дЗлять единицу В на и равныхъ частей 
и узнаютъ, сколько разъ 1 доля единицы содержится въ А; 
если она содержится боле т разъ, но мензе т-[1 разъ *), то 


т т-1 
числа — и 
я 


будуть приближенныя мЪры длины А съ точ- 


ностью до !/„, первое—съ недостаткомъ, второе— съ избыткомъ. 

ЗамЪтимъ, что этимъ путемъ мы можемъ находить приближен- 
ные результаты измФренля и тогда, когда измвряемая длина А 
соизм$рима съ единицей В; только въ этомъ случа мы, если 
пожелаемъ, можемъ найти также и точный результатъ, тогда 
какъ въ случаЪ несоизмфримости такого результата при помощи 
однихъ соизмфримыхъ чиселъ мы получить не можемъ. | 

За точную м%ру несоизмФримой длины А принимають нЪ- 
которое несоизм$ римое число, которое считается 
ббльшимъ всякаго соизмфримаго числа, выражающаго прибли- 
женныя мФры длины А съ недостаткомъ, и меньшимъ ВСЯ“ 
каго соизм$римаго числа, выражающаго приближенныя мфры 
длины А съ избыткомъ. 

Сказанное объ изм®рен!и длины прямой примЪнимо къ изм$- 
рен1ю всякой иной величины, напр., дуги, угла и пр. 

159. Отношее. Отношен1емъ одного ог 
р зка прямой (4) къ другому отр$зку пря- 
мой (В) наз. число, изм ряющее первый 
отр зокъ (4), когда второй (Б) принять 
за единицу. 

Такъ, если отношен!е А кь В есть число 23/,, то это значить, 
что число 23/, измЪряеть отр$зокь А, когда отр$зокь В принять 
за единицу (другими словами—это значить, что В со- 
держится въ А 2 раза, причемъ получается остатокъ, равный 3/ 4В). 

Можно также сказать, что отношен1емъ одного 
отр%зка прямой къ другому наз. число, 
на которое надо умножить второй отр 3- 
зокъ, чтобы получить первый. 

Такь, если отношен!е 4 кь В есть число 23]„, то это значить, 
что А=В . 33/., т.е. что А получится, если В повторимъ слага- 
емымъ 2 раза и къ сумм» еще добавимъ. 3/4 В. | 


*) что всегда возможно, согласно акс1омЪ Архимеда (стр. 111). 
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Если разсматривается отношене отр%зка А къ отрЗзку В, 
то А наз. предыдущимьъ членомъ, а В посл дую- 
щимъ членомъ. 

Изь опред$лен1я слФдуеть, что нахожден1е отношевя от-_ 
р$®зковъ А и В сводится къ измфреню А, когда отр%зокъ В 
принять за единицу. Поэтому мы можемъ здЪсь повторить все то, 
что раньше (158) говорили объ измфрени, а именно: 


Если отр$зки А и В соизмфримы, то отношен1е ихъ есть 
соизмфримое число, цзлое или дробное; если же эти отр$зки 
несоизм$римы, то при помощи соизмфримыхъ чиселъ ихъ отно- 
шен1е можетъ быть выражено только приближенно, но съ какою 
угодно степенью точности. Такъ, если хотять найти отношен1е 
А кь В съ точностью до 1/10, то дВлять В на 10 равныхъ частей 
(черт. 150) и узнаютъ наибольшее содержане 1/1, В въ А; если 
окажется, напр., что 1/., В содержится въ А бол%е 13, но менЪе 
14 разъ, то числа 13/5 и 14|, будуть приближенныя 
значен1я отношен1я А къ В сь точностью до 1/10, первое— 
съ недостаткомъ, а второе-—съ избыткомъ. 


Отношен1е отр$зковъ А къ В въ томъ случаЪ, когда, эти отрзки 
несоизмЗримы, наз. также несоизм$ римымъ (такъ 
какъ оно представляеть собою несоизм$римое число). 


Два отношен1я считаются равными, если они предета- 
вляють собою одно и то же число; такъ, если отношен1е А къ 
В равно 3/, и отношене А; кь В. также равно 3/., то эти 
отношенля равны между собою. 

Въ случа несоизм$римыхъ отношен!й равенство межлу ними 
узнается по слЗдующему признаку. 


Два несоизм$ римыя отношен{я равны, 
если ихъ приближенныя значен1я, взя- 
тыя оба съ недостаткомъ, или оба съ из- 
быткомъ, и вычисленныя съ одинаковою 
точностью, равны между собой при вся- 
кой степени точности»). 


Сказанное объ отношен1и двухъ отрФзковь прямой можно 
повторить объ отношени двухъ угловъ, двухъ дугь одинаковаго 


*) Какъ извЪфстно изъ алгебры (см. напр., $ 200 Элем. алгебры А. Киселева) 
этотъь признакъ сеть признакъ равенства самихъ несоизмфримыхъ чиселъ, 
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радтуса и вообще объ отношен1и двухъ частныхъ значен1й любой 
величины, доступной измЪрен!ю. 


Напомнимъ, что равенство 2-хъ отношенй наз. пропор- 
ц1ей. 


160.. Свойство: отношений. Если отр$фзки А и В 
(черт. 151) изм®рены при помощи одной и той же единицы С, 
то отношен!1е 4 къ В равно частному отъ 
д% лен1я числа, изм ряющаго А, на число, 
изм ряющее В. Пусть, 
напр., оть измфрен1я отр$зка А ^ | | - 
сдиницею С получилось число р | | 
7», а оть изм®реня В тою же | 
единицею С получилось число с -——Ч 
5/3. Тогда по опредзлен1ю отно- Черт. 511. 
шен1я мы можемъ написать: 


А=С = В=С С 
а а” ЕЕ 


Чтобы найти теперь отношен1е А къ В, достаточно узнать, 
на какое число слФдуеть умножить 5/, С, чтобы получить */. С, 
или—что все равно-—на какое число надо умножить 5|, (какой- 
нибудь единицы), чтобы получить ?|» (гой же единицы). Такое 
число находится дфлен1емъ (согласно опредфлен1ю этого дЪй- 
ств1я); значить: 


1 5 
отношен!е 4 кт В=5 : 8=160-2 ——. 


Вообще, если, изм®ривъ отр$зки А и В при помощи одной 
и той же единицы С, мы получимь для А число т, а для В 
число п, то, повторивъь предыдущ!я разсужденя, найдемъ 
(каковы бы ни Сыли числа т и п}: 


отношен1е 4 кь В=т: м. 
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ВелЪдств1е этого отношене А къ В принято обозначать по- 
мощью знаковъ д$лен1я, а именно такъ: 


А 
А: В или В 


Зд$еь подъ буквами А и В, согласно указанному сейчасъ 
свойству отношеня, можно разум$ть и числа, измфряю- 
пя отрфзки Аи В въ какой-нибудь одной и той же еди- 
ниц С. | 


160.,. Пропорщя. Равенство двухъ отношенй  составляетъ 
пропорцю. Если, напр., известно, что отношене двухъ отр 3- 
ковъ А и В равно отношен1ю двухъ другихъ отрзковъь Аи 
Вл, то можно написать пропорщю: 


Котда отр$зки А, В, А: и В, измфрены при помощи од- 
ной И ТОЙ же единицы, то каждое изъ двухъ отношений, со- 
ставляющихь пропорцю, можно замфнить отношенемъ чи- 
селъ, измБряющихъь отр$зки. ПослЪ замфны получится чи- 
словая процорц!я, обладающая всеми тЪми свойствами 
числовыхь пропорщй, которыя были указаны въ ариеметик® и 
алгебрЪ, напр.; 


- 


въ пропорщи произведен!е крайнихъ членовь равно произ- 
веденио среднихъ: | 


въ пропорщи можно переставить среде члены, крайне 
члены и средне съ крайними; 


если въ пропорщи предыдупйе члены равны, то равны и 
послФдующие члены; 


если въ пропорщи послфдующе члевы равны, то равны и 
предыдупае; и т. п. 
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ГЛАВА УП. 


Измънение угловъ помощью дугъ. 


Центральный уголъ. 


161. ОпредБлен!е. Уголъ (А4ОБВ, черт. 152), обра- 
зованный двумя рад1усами, наз. централь- 
нымъ угломъ; о такомъ угл? и дуг$, 
заключенной между его сторонами, гово- 
рятъ, что они соотв $ тствуютъ 
другъ друту. 

162. Теорема. Въ одномъ кругЪ или 
въ равныхъ кругахъ: 

1°, если центральные углы равны, то и 
соотвф$тетвующия имъ дуги равны; 

20, если центральные углы не равны, то. 
ббльшему изъ нихъ соотвЪфтствуетъ ббль- Черт. 152. 
шая дуга. 


Пусть (черт. 153) АОВ и СОШ два центральные угла, равные 
или неравные. Повернемъ секторъ АОБ вокругь центра въ 
направлен!и, указанномъ стр$Злкою, 
настолько, чтобы ращусъь ОА сов- С 
м%стился съ ОС. Тогда: 1°, если 
центральные углы равны, то рад1усъ 
ОВ совпадаеть съ ОР и, слВд., дуга д 
АВ совм$стится съ дугою СО; зна- 
чить, эти дуги будуть равны; 92°, 
если же центральные углы неравны, 
то ралусъ ОВ пойдетъ не по ОБ, " 
а по какому-нибудь иному напра- Черт. 158. 
влен1ю, напр., по ОЕ или по ОК; въ томъ и въ другомъ случаяхъ 
большему углу, очевидно, соотвфтствуетъ ббльшая дуга. 

Теорема, доказанная нами для одного круга, остается 
в$рною для равныхь круговъ, потому что такле 
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круги ничЪмъ, кромЪ своего положен1я, другь оть друга не 
отличаются. 

163. Обратныя теоремы. Такь какь. различные 
взаимно исключающе случаи относительно равенства и не- 
равенства двухъ центральныхъ угловъ сопровождаются взаимно 
исключающими выводами относительно равенства и неравенства, 
соотв$тствующихь Дугь, то обратныя предложен1я должны 
быть вЪрны (51), а именно: 

Въ одномъ кругф или въ равныхъ кругахъ: 

19, если дуги равны, то и соотвф тствующе имъ центральные 
углы. равны; 

2°, если дуги не равны, то ббльшей изъ нихъ соотвфтетвуетъ 
ббльш!й центральный уголъ. 

Доказательство оть противнаго (или наложен!емъ) предо- 
ставляемъ самимъ учащимся. 

164.. Теорема. Въ одномъ кругЪ или въ равныхъ кругахъ 
центральные углы относятся, какъ соотв5тствующ:я имъ дуги. 

Пусть (черт. 154) АОВ и СОШ два центральные угла; требуется 
доказать, что 

ХАОВ: {000=_. АВ: ОФ. 

1°. Допустимъ сначала, что дуги 
АВ и СО соизм$римы, т.-е. что он% 
имфють общую мЪру. Положимъ, 
что эта общая мЪ$ра содержится т 
разъ въ дуг АВ и в разъ въ’ СО; 
тогда 

— АВ: — СО,=т:т [1]. 


Соединивъ точки дЪленйя дугь съ 
центромъ, мы разд$лимъ централь- 
Черт. 154. ные углы на равныя части (потому 
что равнымъ дугамъ соотв тетвують 
равные центральные углы). Такъ какъ этихъ частей будеть т 
въ угл АОВ и п вь угл СОР, то 
ДАОВ: (С0р=т : п [2]. 
Сравнивая пропорши [1] и [2], замБчаемъ, что вторыя отно- 
шен1я у нихъ равны; слФд., равны и первыя отношеня, т.-е. 
- ДАОВ: {00р=_.АВ: ОО. 
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2°. Предположимъ теперь, что (черт. 155) дуги АВ и СШ не- 
соизмфримы. Тогда и соотвЪтствующе имъ центральные углы 
будуть также несоизм$римы. ДЪйствительно, если бы эти углы 
имфли какую-нибудь общую м$- 
ру, напр., уголь ЕОЕ, то это 
значило бы, что этоть уголъ со- 
держится Ц$лое число  разъ ’ 
какьъ въ угл  АОВ, такь 
и вь угл 000; но тогда 
дуга ЕЁ содержалась бы ц%лое 
число разъ какъ въ дугЪ АБ, 
такъ и въ дуг СШ, и, зна- 
чить, дуги эти имфли бы общую 
мфру, именно дугу ЕЁ, что про- Черт. 155. 
` тивор$чить предположеню. Та- 
Бимъ образомъ, въ разсматриваемомъ случа» и отношен1е угловъ, 
и отношен1е дугъ оба несоизмфримыя. Чтобы доказать равенство 
двухъ несоизм$римыхъ отношен1й, достаточно доказать равен- 
ство ихъ приближенныхъ значен1й, вычисленныхь съ произ- 
вольною, но одинаковою точностью (159). Найдемъ приближенное 
значене отношен1я дугь АВ и СЛ съ точностью до !/,„. Для этого 
раздфлимъ СЛ) на п равныхъ частей и одну часть отложимъ на 
АВ столько’ разъ, сколько можно. Пусть 1/„ доля СШ содер- 
жится въ АВ боле т разъ, но менфе т-1 разъ; тогда 


прибл. отношене 
р — бр 


Соединивъ точки дфлентя дугь съ центромъ, мы разд$лимъ 
уголь СОШ на п такихь равныхъ частей, какихъ въ угл АОВ 


содержится боле т, но мене т-1; сл$д.: 


‚ С АОВ т 
прибл. отношене 7 бо * (съ нед.). 


Сравнивая приближенныя отношен1я угловъ и дугъ, видимъ, 
что они равны при всякомъ п; а такля несоизмФримыя отно- 
шен!я равны другъ другу. 

165. Пропорц1ональныя величины. Дв% зависяшя 
другь оть друга величины наз. пронорц1ональными, 
если зависимость между ними состоить въ сл$дующемъ: 


— 124 — 


1°, каждому значеню одной величины соотвтствуеть нЪ- 
которое значен1е другой величины и притомъ только одно; 

2°, отношен1е двухъ какихъ бы то ни было значен1й одной 
величины равно отношен1ю соотвфтствующихъ значен1й другой 
величины. _, 

Изъ предыдущихь теоремъ сл$дуеть, что центральный 
уголъ пропорц1оналенъ соотв $ тствующей 
ему дугф. 

166. Изм$рене угловъ. ИзмЪрев1е угловъ сводится 
на изм$рен1е соотвЪтетвующихъ имъ дугь сл$дующимъ образомъ. 

За единицу угловъ беруть уголъ, составляющий 1/% часть 
прямого угла; эту единицу называють угловымъ граду- 
СОмМЪ. 

За единицу дугь одинаковаго рад!уса беруть такую дугу 
того же радгуса, которая соотв$тетвуетъь центральному углу, 


Черт. 156. 


равному угловому градусу. Такая дуга наз. дуговымъ 
градусомъ. Такь какъ прямому центральному углу соот- 
вЪтствуеть 1/, окружности, то угловому градусу соотв®тетвуеть 
со четверти окружности; значить, дуговой градусъ есть 1 во 
Ц$лой окружности. 

Пусть требуется (черт. 156) измфрить какой-нибудь уголъ 
АОВ, т.-е. найти отношен1е этого угла къ угловому градусу. 
Пусть этотъ градусъ будетъ уголь ММР. Опишемъ изъ вершинъ 
угловъ произвольнымъ, но одинаковымъ, рад1усомъ дуги С.и ЕР. 
Тогда углы АОВи ММ№Р можно разсматривать, какъ углы цен- 
тральные по отношен1ю къ т$мъ равнымъ окружностямъ, 
которымъ принадлежать дуги СО и ЕЁ. Вел$детве этого (164): 


С 4А0В_— 0 
/ММР ЕЕ 
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ЛФвое отношен1е этой пропорщи есть число, измВряющее уголъ 
АОВ въ угловыхъ градусахъ (159); правое отношен1е есть число, 
измфряющее дугу СО въ дуговыхъ градусахъ. Сл$д., эту про- 
поршю можно высказать такъ: 

Число, измфряющее центральный уголъ 
въ угловыхъ градусахъ, равно числу, из- 
м $ ряющему соотв $ тствующую дугу въ ду- 
говыхъ градусахъ. 

Для краткости эту фразу выражаютъ обыкновенно такъ: 

Уголъизм $ ряется соотв $ тствующей ему 
дугой. 

При этомъ безразлично, какъ великъ взятый рад1усъ дугь 
ЕР и СО, лишь бы только онъ быль одинаковъ для об$ихъ 
этихъ дугь (только при этомъ услов1и углы пропорциональны 
дугамъ). 

167. Подразд$леше градусовъ. Градусы угла или 
дуг подразд$ляются на 60 равныхъ частей, называемыхъ 
минутами (угловыми или дуговыми); минуту разд$ляють 
на 60 равныхъ частей, называемыхь секундами (угло- 
выми или дуговыми). 

Изъ сказаннаго въ предыдущемъ параграфЪ сл$дуеть, что 
въ угл содержится столько угловыхь градусовъ, минуть и 
секундъ, сколько въ соотвфтствующей ему дугБ заключается 
дуговыхъ градусовъ, минуть и секундъ. Если, напр., въ дуг$ СО 
(черт. 156) содержится 40 град. 25 мин. 13 секундъ (дуговыхъ), 
тои въ угл АОВ заключается 40 град. 25 мин. 13 сек. (угловыхьъ); 
это выражаютъ сокращенно такъ: 


Д АОВ=40°95'13"', 


обозначая значками (°), (’) и (”’) соотв тственно градусы, ми- 
нуты и секунды *). 

168. Транспортиръ. Этоть приборъ (черт. 157), 
употребляемый для измФрен1я угловъ, представляетъ собою 
полукругь, котораго дуга раздлена на 180 градусовъ. Чтобы 


*) Употребительна также сотенная система мЪръ угловъ 
и дугъ; ло этой системЪ ‘за градусъ дуги принимаютъ 1/1, четверти 
окружности (и, слЪд., за градусъ угла берутъ 1/0 Прямого угла), 
минуту принимаютъ равной 1/1. градуса, секунду—1/1 минуты. 
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изм$рить уголь АОВ, накладывають на него приборъ такъ, 
чтобы центръ полукруга 
совпадаль съ вершиною 
угла, а ратмусь ОМ сов- 
падалъ со стороною 40. 
Тогда, число градусовъ, со- 
держащееся въ дугф, за- 
ключенной между сторо- 

Черт. 157. нами угла АОБ, покажетъ 
величину его. При помощи транспортира можно также начертить 
уголъ, содержаций данное число градусовъ. 

Конечно, на такомъ прибор н%Ътъ возможности отсчитывать 
не только секунды, но и минуты; изм$рен1е и построене можно 
выполнять только приблизительно. 

169. Выражен1е нфкоторыхъ угловъ въ гра- 
дусахъ. Такъ какъ прямой уголъ содержить 90°, то: 

1°, сумма угловъ всякаго тр-ка равна 180°; 

2°, сумма острыхъ угловъ прямоугольнаго тр-ка равна 90°; 

3°, каждый уголъ равносторонняго тр-ка равенъ 60°; 

4°, сумма угловъ выпуклаго мн-ка (89), им$ющаго п сторонъ, 
равна 180° (и—2); 

5°, сумма внфшнихъ угловъ выпуклаго мн-ка (90) равна 360°. 


Вписанный уголъ. 


140. ОпредБлен!е. Уголъ, образованный дву- 
мя хордами, исходящими изъ одной точки 
окружности, наз. вписаннымъ угломъ. Та- 
ковъ, напр., уголъ АВС (черт. 159). О вписанномъ углЪ принято 
говорить, что онъ опирается на дугу, заключенную 
между его сторонами. Такъ, уголь АВС (черт. 159) опирается 
на дугу АШОС. 

141. Теорема. Вписанный уголъ измфряется половиною 
Дуги, на которую онъ опирается. 

Эту теорему надо понимать такъ: внисанный уголъ содержить 
вЪ себф столько угловыхъ градусовъ, минуть и секундъ, сколько 
дуговыхъ градусовъ, минуть и секундъ заключается въ половин% 
дуги, на которую онъ опирается. 
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При доказательств теоремы разсмотримь 06060 три случая: 

1°. Центръ О (черт. 158) лежить 
на сторон $ вписаннаго угла 
АВС. — Проведя радлусъ 40, мы полу- 
чимъь Л АВО, въ которомъ ОА=ОВ (какъ 
радусы) и, слфд.. САВО=Х ВАО. По 
отношен!ю къ этому тр-ку уголь АОС 
есть внфшЕЙ; поэтому онъ равенъ суммЪ 
угловь АВО и ВАО, или равенъ двойному 
углу АВО; значить, утолъ АВО равенъ 
половин кцпентральнаго угла АОС. 
Но уголь АОС измЪряется дугою АС, т.-е. онъ содержить въ 
себЪ столько угловыхъ градусовъ, минуть и секундъ, сколько 
дуговыхъ градусовъ, минуть и секундъ содержится въ дуг АС; 
слЪд., вписанный уголь АВС изм$ряется половиною дуги АС. 

2°. Центръ О лежитъ ме- 
жду сторонами вписан 
наго угла АВС (черт. 159). 

Проведя д1аметрь ВО, мы раздЪ- 
лимъ уголь АВС на два угла, изъ 
которыхъ, по доказанному въ пер- 
вомъ случаЪ, одинъ измфряется по- 
ловиною дуги АО, а другой —поло- 
виною дуги ОГ; слфд., уголь АВС 
измфряется суммою 1АД-|.ОС, а 
эта сумма равна 1/(АР-ОС), т.-е. АС. 

3°. Центръ О лежитъ вн$ вписаннаго угла 
АВС (черт. 160). 

Проведя д1аметрь ВО, мы будемъ 


ИМЪТЬ: В 
ДАВСО=ХАВО-ДСВЬ. д ий 


Но углы АВГ и СВО изм$ряются, 
по доказанному, половинами дугь 
АЛ и СП: слфд., уголь АВС измЪ- 
ряется разностью 11 АРА- СР, а эта С 


разность равна 1/5(АД—СТ), т.-е. р 
11. АС. Черт. „60. 


Черт. 158. 


Черт. 159. 
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112. СлЪдетв1е 1-е. ВеЪ вписанные углы, опирающуеся 
на одну и ту же дугу, равны между 
собою (черт. 161), потому что ка- 
ждый изъ нихъ измфряется полови- 
ною одной и той же дуги. Если 
величину одного изъ такихъ угловъ 
обозначимъ а, то можно сказать, что 
сегментъь 4тВ (покрытый на чертеж 
штрихами) вм $ щаетъ въсеб* 
уголъ, равный а. 
Черт. 161. 173. СлЪдетыье 2-е. Всяюй впи- 
санный уголъ, опирающийся на д!а- 
метръ, есть прямой (черт. 162), потому что каждый такой 
уголь изм$ряется половиною полуокружности и, слфд., со- 
держить 90°. ` 


чи 
2286 


Черт. 162. Черт. 163. 

174. Задача. Построить прямоугольный тре. 
угольникъ по гипотенуз $ АВ и катету АС 
(черт. 162). 

На гипотенуз$ АВ, какъ на д1аметр% , описываемъ полуокруж- 
ность и изъ конца А проводимъ хорду АС, равную данному 
катету. Тр-никь АСВ будетъ искомый (173). 

Это построен1е можно, между прочимъ, примфнить въ томъ 
случа, когда (черт. 163) изъ данной точки А тре- 
буется провести касательную къ данной 
окружности О (см. $ 139). Сединивь А съ центромъ 0, 
ДЪлимъ отр$зокь АО пополамъ и изъ полученной середины 0, 
описываемъ окружность рад1усомъ 0,0; черезъ А и точки Ви В\, 
въ которыхъ эта окружность перес$кается съ данною окружно- 
стью, проводимъ прямыя АВи АВ.. Эти прямыя и будуть каса- 
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тельными (137, 1°), такъ какъ углы ОВА и ОВ.А (вписанные 
во вспомогательную окружность и опирающуеся на ея д1аметръ)— 
прямые, и, значить, АВОВ п АВ, 1 ОВ. 

175. Задача. Изъ конца А (черт. 164) данной пря 
мой АВ, не продолжая ея, возставить КЪ 
ней перпендикуляръ. 

Взявъ вн прямой произвольную 
точку О, отишемъ изъ нея окружность 
радйусомъ, равнымъ разстоян1ю между 
точками О и А: черезъ точку С, ВЪ КО- 
торой эта окружность пересЪкается съ А` 
прямой АВ, проведемъ дламетрь СО и `.____- С 
черезъь конецъ его Г и точку А про- Черт. 164. 
ведемъ прямую. Эта прямая. и есть 
искомый перпендикуляръ, потому что уголъ 4 прямой, такъ какъ 
онъ вписанный и опирается на д1аметръ. 


Уголъ, котораго вершина лежитъ внутри или внЪ круга. 


167. Теоремы. 1°. Уголъ (АБС, черт. 165), вершина кото- 
раго лежитъ внутри круга, измфряется полусуммою двухъ дугЪ 
(АСи ОЕ), изъ которыхъ одна заключена между его сторонами, 
а другая— между продолжениями сторонъ. 

26. Уголъ (АВС, черт. 166), вершина котораго лежитъ вн 
круга и стороны пересфкаются съ окружностью, измфряется 
полуразностью двухъ ДУугЪ (АС и ЕП), заключенныхъ между 
его сторонами. 


Черт. 165. Черт. 166. 
Проведя хорду АР (на томъ и на другомъ чертежахъ), мы 
получимъ тр-къь АВО (покрытый штрихами), относительно ко- 
\ 


А. Киселевъ, Геометрия. 9 


— 130 — 


тораго разсматриваемый уголь АВС служить внЪ шнимъЪ, 
когда его вершина лежить внутри круга (черт. 165), и вну- 
треннимъ, когда его вершина лежить вн% круга (черт. 166). 
Поэтому 

въ первомъ случа: ДАВС=ДХАТРОС+Г АЕ: 

во второмъ случа: ДАВС=ДХАРОС-/ АЕ. 


Но углы АДС и ЛАЕ, какъь вписанные, измфряются поло- 
винами дугь АС и ОЕ; поэтому уголь АВС измряется: въ пер- 
вомъ случа суммою 1/,АС-ЕТ.ШЕ, которая равна 1/(АС-ПЕ), 
а во второмъ случа разностью АС-—1/ОЕ, которая равна 
11(АС-—РЕ). 


177. СлЪдетв1е. Геометрическое мфсто точекъ, изъ кото- 
рыхъ данный отрЪзокъ прямой виденъ подъ даннымъ угломъ 
а, И которыя расположены по одну сторону отъ этого отрЪзка, 
есть дуга сегмента, вмБщающаго уголъ а и построеннаго на 
данномъ отр5зкф. 

Пусть М (черт. 167) будеть одна изъ 
точекъ, изъ которыхь данный отрЪзокъ АВ 
виденъ подъ угломъ а, т.-е. допустимъ, что 
прямыя МА и МВ образують уголъ а. 
Проведемъ черезъ три точки А, Ми В 
окружность. Тогда часть этой окружности, 
именно дуга АтВ, будеть искомымъ геоме- 
трическимъ м$стомъ. ДЪйствительно, изъ 
каждой точки этой дуги прямая АВ видна 
подъ угломъ а, потому что вс вписанные 
углы, опираюпцеся на АВ, равны углу 
АМВ, который есть а. Обратно: всякая 
точка, напр., №, изъ которой прямая АВ 
видна подъ угломъ а и которая расположена по ту же сторону | 
оть АВ, какъ и точка М, должна находиться на дуг сегмента 
АтВ, потому что, если бы такая точка лежала внутри или вн% 
этого сегмента, то уголь АМВ не изм$рялея бы половиною 
дуги АВ (1176, 1°и 2°) и, слЪд., не былъ бы равенъ а. 


Черт. 167. 


По другую сторону оть. АВ существуютъ также точки, изъ 
которыхъ эта прямая видна подъ угломъ а; оп$ расположены 
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на дугЪ сегмента АрВ, равнаго сегменту АтВ, но расположен- 
наго по противоположную сторону отъ АБ. 


Уголъ, котораго одна или 0бЪ стороны касаются 
окружности. 


178. Теорема. Уголъ (АСП, чертежи 168 и 169), воста- 
вленный касательной и хордой, измфряется половиною дуги, 
заключенной внутри его. 


р Е 
`` „” ^^ 
в 
м 0: м 
\ Ф 
\ 1 
Ш О шп о 
/ / 
/ ы / 
А ( ==----В А с. т В 
Черт. 163. Черт. 169 


Предположимъ сначала, что хорда СПР проходить черезъ 
центръ О, т.-е. что эта хорда есть д1аметръ (черт. 168). Тогда, 
уголь АСО—прямой (137, 2°) и, сл$д., равенъ 90°. Но и половина 
дуги Ст также равна 90°, такъ какъ цЪлая дуга Ст), составляя 
полуокружность, содержить 180°. Значить, теорема оправды- 
вается въ этомъ частномъ случаз. 

Теперь возьмемъ обпай случай (черт. 169), когда хорда Ср 
не проходить черезъ центръ. Проведя тогда даметръ СЕ, мы 
будемъ имЪть: 


ДАбо=ГХАСЕ-С СЕ. 


Уголь АСЕ, какь составленный касательною и даметромъ, 
измряется, по доказанному, половиною дуги СтЕ; уголъ ОСЕ, 
хакъ вписанный, изм$ряется половиною дуги ОЕ; елЪд., уголъ 
АСГ измфряется разностью 1СтЕ— ОЕ, т.-е. половиною 
дуги Сто. 

Подобнымъ же образомъ можно доказать, что тупо Й 
уголъ ВСШ (черт. 169), также составленный касательноо 
и хордой, изм5ряется половиното дуги СпЕД; разница въ дока- 

0" 
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зательствЪ будетъ только та, что этоть уголъ надо разсматри- 
вать не какъ разность, а какъ сумму прямого угла ВСЕ и 
остраго ЕСО. 

199. Теорема. Уголь (АВС, черт. 170), составленный 
касательной и съкущей, а также и уголъ (АВС, черт. 171), 
составленный двумя касательными, измЪряется полуразностью 
двухъ Дугъ, заключенныхъ между его сторонами. 


Черт. 170. Черт. 171. 


Проведя (на томъ и на другомъ чертежахъ) хорду ОЕ, мы по- 
лучимь АВРЕ, относительно котораго уголь СЕЛ есть внЪш- 
НЙ; слЪд., 


ДВ=ДОСЕШ-—ИВПЕ. 


Но углы СЕБ и ВПЕ, по доказанному раньше, измЪряются 
половинами дугь ЕтР и ЕпЕ на первомъ чертеж» и половинами 
дугь ЕтО и ЕпО на второмъ чертежф; поэтому уголъ В измЪ- 
ряется полуразностью этихъ дугъ. 


180. Задача. На данномъ отр&зк% прямой 
АВ построить сегментъ, вм шающ{й дан- 
ный уголъ а (черт. 172). 


Анализъ. Предположимъ, что задача рЪшена; пусть 
сегменть АтБ будетъ такой, который вм щаетъ въ себЪ Уголъ а, 
т.-е. такой, что всякй вписанный въ немъ уголь АСВ равенъ а. 
Проведемъ вспомогательную прямую ЕЁ, касательную къ ок- 
ружности въ точк$ А. Тогда уголь ВАЕ, составленный каса- 
тельною и хордою, долженъ равняться вписанному углу АСВ, 
такъ какъ и тотъ, и другой уголь изм$ряются половиною дуги 
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АтВ. Примемь теперь во вниман1е, что центръ О окружности 
долженъ лежать нах’перпендику- 
лярф ГО, проведенномъ къ от- 
р%зку АВ черезъ его середину, 
и въ то же время онъ долженъ 
лежать и на перпендикуляр$ АО, 
возставленномъ къ касательной АЁ 
изъ точки касанля. Отсюда выво- 
димъ сл$дующее построене. 
Построен1е. При конц 
‚ отрёзка АВ строимъ уголь ВАЕ, 
равный углу а; черезъ середину 
АВ проводимъ перпендикуляръ РО 
и изъ точки А возставляемъ пер- 
пендикуляръ къ АЕ. Перес5чене О этихь двухъ перпендику- 
ляровъ принимаемъ за центръ и радгусомъ ОА описываемъ 
окружность. | 
- Доказательство. Сегменть АтВ будеть искомый, 
потому что всяыйЙ вписанный въ немъ уголъ измфряется поло- 
виною дуги АпВ, а половина этой дуги изм$ряетъ также и 
уголь ВАЕ=а. 


Черт. 172. 


ГЛАВА УПГ. 
Вписанные и описанные многоугольники, 


181. Опредлен1я. Если вс вершины многоугольника 
({АВСПЕ, черт. 173) лежать на окружности, то говорять, что 
что этоть мн-къ вписанъ въ 
окружность, или что окруж- 
ность описана около него. 

Если вс стороны какого-нибудь 
многоугольника (ММРО) касаются 
окружности, то говорять, что этоть 
мн-къ описанъ около окруж: 
ности, или что окружность впи М 
сана въ него. 


Черт. 178. 
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182. Теоремы. 1°. Около всякаго треугольника можно 
описать окружность и притомъ только одну. 


20. Во всяк треугольникъ можно вписать окружность и при- 
томъ только одну. 


1°. Вершины А, Ви С всякаго тр-ка суть три точки, не ле- 
жаппя на одной прямой; а черезъ такля 
точки, какъ мы видЪфли (122), всегда 
можно провести окружность и притомъ 
только одну. 


2°. Если возможна такая окружность, 
которая касалась бы вс$хъ сторонъ 
тр-ка АВС (черт. 174), то ея центръ 
долженъ быть точкой, одинаково уда- 
ленной отъ этихъ сторонъ. Докажемъ, 
что такая точка существуетъ. Геометри- 
ческое мЪето точекъ, равно отстоящихь 
| отъ сторонъ АВи АС, есть биссектрисса 
АМ угла А (67); геометрическое м®сто точекъ, равно отстоящихъ 
отъ сторонъ ВА и ВС, есть биссектрисса ВМ угла В. Эти двЪ 
‚ биссектриссы должны, очевидно, пересЗчься внутри треуголь- 
ника, въ н®которой точкЪ О. Эта точка и будетъ равно удаленной 
отъь воЪхъ сторонъ тр-ка, такъ какъ она находится на обоихъ 
геометрическихъ м$5стахъ. Итакъ, чтобы вписать кругьъ въ тр-къ, 
дфлимъ как1е-нибудь два угла его, напр., А и В, пополамъ и 
точку перес$чен1я биссектриссь беремъ за центръ. За рад1усъь 
возьмемъ одинъ изъ перпендикуляровь ОР, ОФ, ОВ, опущен- 
ныхь изъ центра на стороны тр-ка. Окружность коснется сто- 
ронъ въ точкахъ Р, 0, В, такь какъ стороны въ этихъ точкахъ 
перпендикулярны къ радусамъ въ ихь концахъ, лежащихъ 
на окружности (137, 2°). Другой вписанной окружности не мо- 
жеть быть, такъ какъ двЪ биссектриссы пересБкаются только 
въ одной точкВ, а изъ одной точки на прямую можно опустить 
только одинъ перпендикуляръ. 


Черт . 174. 


183. Сл дете. Точка О (черт. 174), находясь на оди- 
наковомъ разстоян1и отъ сторонъ АС и ВС, должна лежать на 
биссектрисеЪ угла С’ (65); слфд., 
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биссектриссы трехъ угловъ треугольника сходятся ВЪ одной 


точкъ. 

184 ЗнЪъвписанныя окружности. Такъ называются окруж- 
ности (черт. 175), которыя касаются одной стороны тр-ка и п ро- 
должентй двухъ другихъ 
сторонь (он лежатъ вн и: 
тр-ка, вслЪдетв!е чего и по- 
лучили назване вн Ъвпи- 
санныхъ). Такихъ окруж- 
ностей ддя всякаго треуголь- 
ника можетъ быть три. Чтобы 
построить ихъ, проводятъ бис- 
сектриссы внфшнихъ угловъ 
тр-ка АВС и точки ихъ пере- 
сЪъчен1й берутъ за центры. Такъ, 
пентромъ окружности, вписан- 
ной въ уголь А, служить точка 
О, т.-е. пересЪ чение биссектриссъ 
ВО и СО внвшнихъ угловъ, не Черт. 175. 
смежныхъ съ А; радусъ этой 
окружности есть перпендикулярт, опушенный изъ О на какую-либо 
сторону треугольника. 

185. Теоремы. 1°. Въ выпукломъ вписанномъ четыре- 


угольникъ сумма противоположныхъ угловъ равна двумъ пря- 


МЫМЪ. 
20. Обратно: Если въ выпукломъ четыреугольникЪ сумма про- 


тивоположныхЪъ угловъ равна двумъ прямымъ, то около него 
можно описать окружность. 
1°. Пусть АВСО (черт. 176) есть вПИ- 
санный выпуклый четыреугольникъ; трет В 
буетея доказать, что 


В—-р=24 и А+-С=24. 


Такъ какъ сумма во5хъ 4-хь УГЛОВЪ 
всякаго выпуклато четыреугольника рав- А С 
на 44, то достаточно доказать ТОЛЬКО 
одно изъ требуемыхъ равенствъ. Дока- о 
жемъ, напр., что В--Ф=2а.— Углы Вир, Черт. 176. 
какъ вписанные, измфряются: первый—половиною дуги АПС, 
второй—половиною дуги АВС; слфд., сумма В--Р изм$ряется 
суммою дуг "АРС {1 АВС; а эта сумма равна 1|(АДС+АВО), 
т.-е. равна половинз окружности; значить, В-—-р=180° =. 
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2°. Пусть АВГС (черт. 177) есть такой выпуклый четыре- 
угольникъ, у котораго В--)=24 и, слфд., АРО=94. 
Требуется доказать, что около такого четыреугольника можно 
описать окружность.—Черезъ какя-нибудь три его вершины, 
В напр., черезь А, В и С, проведемъ 
окружность (что всегда можно сд$лаль). 
Четвертая вершина ГП должна нахо- 
диться на этой окружности, потому 
что въ противномь случа вершина 
угла ПР лежала бы или внутри круга, 
или внЪ его, и тогда этотъ уголъ не 
измфрялея бы половиною дути АВС 
(176, 1°и 2°); поэтому сумма В--Ш не 
изм$рялась бы полусуммою дугь АПС 
‚ и АВС, т.-е. сумма В-ЕП не равнялась бы 24, что противо- 
р$чить услов!ю. 

186. СлЪдетавая. 1°. Изъ вефхъ параллелограммовЪъ только 
около прямоугольника (и, сл5д., около квадрата) можно описать 
окружность. 

29. Около трапещи можно описать окружность только тогда, 
когда она равнобочная. 

187. ЗамЪчане. ДвЪ изложенныя теоремы о вписан- 
номъ четыреугольник$ (прямая и обратная) приводять насъ 
къ слЗдующему заключен!..: для тог о, чтобы около 
выпуклаго четыреугольника можно бы- 
ло описать окружность, необходимое и достаточно 
чтобы `сумма его противоположных уг- 
лов равнялась двумъ прямымъ. Д?Ъйстви- 
тельно, это услов1е необходимо, такь какъ, согласно 
теорем 1°, во всякомъ вписанномъ выпукломъ четыреугольникЪ 
сумма противоположныхь угловъ равна 24, и сл$д., безъ 
этого условтя не можеть существовать вписанный вн- 
пуклый четыреугольникъ; въ то же время это услов1е и до- 
статочно, такь какь, согласно теорем 92°, если въ вы- 
пукломъ четыреугольникВ сумма противоположныхъь угловъ 
равна 24, то около такого четыреугольника можно описать 
окружность. 

ЗамЪфтимъ, что необходимость какого-нибудь признака еще 
не означаетъь его достаточности, равно какь достаточность 


Черт. 177. 
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какого-нибудь признака еще не влечеть за собою его необхо- 
димости. Напр., для того, чтобы выпуклый четыреугольникъ 
былъ ромбомъ, необходимо, чтобы его длагонали были 
взаимно перпендикулярны (если есть ромбъ, то длагонали его 
взаимно перпендикулярны; значить, безъь перпендикулярности 
д1агоналей ромбъ не существуетъ); однако этоть признакь не 
достаточенъ: нельзя утверждать, что если длагонали выпуклаго 


В 


Черт. 178. Черт. 179. 


четыреугольника взаимно перпендикулярны, то такой четыре- 
угольникъ непремфнно ромбъ (при перпендикулярности д1аго- 
налей выпуклый четыреугольникъ можеть и не быть ромбомъ, 
черт. 178). Другой прим$ръ: для того, чтобы двЗ дуги одной 
и той же окружности были равны, достаточно, чтобы 
он заключались между параллельными хордами; однако это 
не необходимо, такъ какъ и безъ параллельности хордъ дуги 
могуть оказаться равными (дуги АВ и СО, черт. 179). 

Для того, чтобы быть увЪреннымъ, что нфкоторый признакъ 4 
необходимъ и достаточенъ для существован1я нфкотораго свой- 
ства В, надо отдЪльно доказать его необходимость (если есть В, 
то есть и 4) и его достаточность (если есть 4, то есть и В). 


188. Теорема. Въ описанномъ вы- 
пукломъ четыреугольникЪ суммы проти- 
воположныхЪ сторонЪ равны. 


Пусть АВСГ (черт. 180) будеть опи- 
санный выпуклый четыреугольникъ, 
т.-е стороны его касаются окружности; 
требуется доказать, что АВ-ЕСО= 
ВС+-АГ.—Обозначимъь точки касан1я Черт. 180. 
черезь М, №, Рк О Такь какъь двЪ 
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касательныя, проведенныя изъ одной точки къ окружности, 
равны (140), тт АМ=АФ, ВМ=ВМ, СМ=СР и ОР=р9 
Сл$д, 


АМ-+-МВ-ОР-АРО=А0--ВМ--МС-Ор, 
т.-е. АВ-С)=Ар-ВС 
189. Обратная теорема. Если въ выпукломъ четыреугольник5 равны 

суммы противоположныхъ сторонъ, то въ него можно вписать окружность. 

Пусть АВСО такой выпуклый четыреугольникъ (черт. 181), въ ко- 
торомъ: 

АВ+Ср=АДр- ВС. 

ПГребуется доказать, что въ него можно вписать окружность.—Про- 

ведемъ биссектриссы ВО и СО двухъ 

угловъ Ви С. Эти прямыя должны пере- 

сЪъчься, потому что сумма угловъ МВО 

и №СО меньше 24 (такъ какъ В-+С<4а). 

Точка пересЪчен1я биссектриссъ должна 
- быть одинаково удалена отъ сторонъ 

АВ, ВС и СР; поэтому, если эту точку 

возьмемъ за пентръ, а за радлусъ одинъ 

из трехъ равныхъ перпендикуляровъ 

ОМ, ОМ, ОР, опушенныхъ изъ О на 

стороны угловъ Ви С, то окружност 

коснется сторонъ АВ, ВС и СО. Дока- 
жемъ, что она коснется и четвертой стороны АР. Предположимъ про- 
тивное, т.-е. что 4-я сторона АД не касается проведенной окружности. 
Тогда проведя изъ точки А касательную къ этой окружности, мы 
должны получить нЪкоторую прямую, не сливаюцтуюся съ АР. Пусть 
это будетъь прямая АЁ, расположенная ближе къ центру О, чёмъ АР. 
Тогда получится описанный выпуклый  четыреугольникъ 
АВСЕ, въ которомъ, по доказанному выше, будемъ имЪть: 

ВОТАЕ=АВ-СВЕ. 


Но по услов!ю: 
ВС+-АО=АВ+СО. 
Вычтя почленно первое равенство изъ второго, найдемъ: 
АР АЕ=Ср—СЕ=рЕ, 

т.-е. разность двухъ сторонъ Л АРЕ равна третьей сторон РЕ, что 
невозможно (52); значитъ, нельзя допустить, чтобы касательною къ 
нашей окружности была какая-нибудь прямая АЕ, лежалрая ближе 
къ пентру О, чфмъь АБ. Такъ же можно доказать, что касательною 
не можетъ быть никакая прямая АЁ,, лежашая дальше отъ центра, 
чъмъ АД; значить, АД должна касаться окружности, т.-е. въ четыре- 
угольникьъ АВСШ можно вписать окружность. 

190. СлЪдетв1е. Изъ всфхъ параллелограмовъ только въ рембъ (и, 
слЪд., въ квадратъ) можно вписать окружность. 
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191. ЗамЪчан1е. ДвЪ изложенныя теоремы объ описанномъ 
четыреугольникВ (прямая и обратная) приводятъ насъ къ слъдующему 
заключен!ю: для того, чтобы въ выпуклый четыр-е- 
угольникъ можно было вписать окружность, 
несбходимо и достаточно чтобы у него были равны 
суммы противоположныхъ сторонъ. 


ГЛАВА ТТХ. 
Четыре замфчательныя точки въ треугольник. 


192. Центръ описаннаго и центръ вписаннаго круга. 
Мы видЪли (123 и 188), что: 

1°, три перпендикуляра къ сторонамъ треугольника, проведенные черезъ ихъ 
середины, сходятся въ одной точкЪ, которая есть иснгръ описаннаго круга; 

20, три биссёктриссы угловъ треугольника сходятся въ рдной точкё, 
которая есть центръ вписаннаго круга. 

ЗамЪтимъ (учациеся сами могутъ убЪдиться въ этомъ), что пентръ 
вписаннаго круга всегда лежитъ внутри тр-ка, а центръ описаннаго 
круга лежитъ внутри тр-ка только въ томъ случаЪ, когда тр-къ остро- 
угольный; въ тупоугольномъ же тр-кЪ онъ лежитъ вн его, а въ прямо- 
угольномъ— на серединЪ гипотенузы. 

СлздуюцИя 8 теоремы указываютъ еще 2 зам чательныя ТОЧКИ 
тр-ка: 38°, пересЪчен1е высотъ и 4°, пересЪчен1е меданъ. 

193. Теорема. Три высоты треугольника переськаются въ одной течн$. 

Черезъ каждую вершину тр-ка АВС (черт. 182) проведемъ прямую, 
параллельную противоположной сторонЪ его. Тогда получимъ вепо- 
могательный ^ 4.В\:С:, къ сторо- 
намъ котораго высоты даннаго тр-ка 
перпендикулярны. Такъ какъ 
С.В=АС=ВА, (какъ противоно- 
ложныя стороны параллелограммо- 
мовъ), то точка В есть середина 
стороны 41С1. Подобно этому, убЪ- 
димся,_что С есть середина А. В, 
и А— середина В:С1. Такимъ обра- 
зомъвысоты АО, ВЕ и СЁ пер- 
пендликулярны къ сторонамъ тр-ка 
А.В.С, и проходять черезъ ихъ 
середины; а тавме перпендикуляры, 
какъ мы знаемъ, пересЪкаются въ одной точкз. 

Точка, въ которой пересзкаются высоты треугольника, наз. орто-° 
центромъ, или точкою высотъ. Эта точка въ остро- 
угольномъ тр-кЪ лежитъ внутри, въ тупоугольномъ—внз его, а въ 
прямоугольномъ— въ вершин прямого угла. 


Черт. 1882. 
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194. Теорема. Три меданы треугольника переськаются въ одной точкБ; 
эта точка отсбкаетъ отъ каждой меданы третью часть, считая отъ соотвьт- 
ствующей стороны. 

Возьмемъ въ тр-кЪ АВС (черт. 183) 
В как1я-нибудь двЪ меданы, напр. АЕ 
и ВО, пересЪкаюцияея въ точкЪ 0, и 

докажемъ, что 


Б О9ОБ=1/,ВРри ОЕ=1/. АЕ. 
р Для этого, раздВливь ОА и ОВ пополамъ 
въ точкахь Ри С, построимъ четыре- 
| угольникъ РЕСР. Такъ какъ прямая РО 
А у) С соединяютъ середины двухъ сторонъ 
Черт. 183. тр-ка АВО, то (115) РС | АВи РС =1, АВ, 


Прямая ОЕ также соединяетъ середины 
двухъ сторонъ тр-ка АВС; поэтому: РЕ] АВ и РЕ=\Т, АВ. Отсюда 
выводимъ, что ОЕ || РС и ОФЕ=РС; слфд., четыреугольникь РЕСЁР 
есть параллелограммъ (99, 2°), и потому ОР=ОЕ и Об=Ор. Отсюда 
слЪдуетъ, что ОЕ=1/, АЕи Ор=\, ВО. Если теперь возьмемъ третью 
мед1ану съ одной изъ медзанъ АЁ или ВО, то также убЪдимся, что 
точка ихъ пересЪчен1я отсзкаетъ отъ каждой изъ нихъ 1/; часть, считая 
отъ соотвЪтетвующей стороны; значитъ, третья мед1ана должна пере- 
сзчься съ меданами АЕи ВГ въ одной и той же точкЪ 0. 

Изъ физики извЪстно, что пересЪчен1!е меданъ тр-ка есть его 
цент ръ тяжести; онъ всегда лежитъ внутри тр-ка. 


УПРАЖНЕНТЯ. 
Доказать теоремы: 

148. Если двЪ окружности касаются, то всякая сзкушая, прове- 
денная черезъ точку касан1я, отсЪкаетъ отъ окружностей дв противо- 
лежация дуги одинаковаго числа градусовъ. 

148, а. ОтрЪзки двухъ равныхъ хордъ, пересъкаюшихся въ одной 
окружности, соотвЪтственно равны. 

148,6. ДвЪ окружности пересЪкаются въ точкахъ Аи В; черезъь А 
проведена сЪзкушая, пересЪкающшая окружности въ точкахъ Си 0; 
доказать, что уголъ СВО есть велАнина постоянная для всякой сЪ- 
куцей. 

149. Еслй черезъ точку касан1я двухъ окружностей проведемъ 
дв» сзкуция и концы ихъ соединимъ хордами, то эти хорды парал- 
лельны. - 

150. Если черезъ точку касан1я двухъ окружностей проведемъ 
внутри ихъ какую-либо сзкушую, то касательныя, проведенныя 
черезъ концы этой сВкуцей, параллельны. 

151. Если основанйя высотъ тр-ка соединимъ прямыми, то получимъ 
новый тр-къ, для котораго высоты перваго тр-ка служатъ биссектрис- 
сами. 

151,4. На окружности, описанной около равносторонняго тр-ка 
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АВС, взята произвольная точка М; доказать, что одна изъ прямыхъ: 
МА, МВ, МС равна сумм остальныхъ двухъ. 

152. Если около тр-ка опишемъ окружность и изъ произвольной 
точки ея опустимъ перпендикуляры на стороны тр-ка, то ихъ осно- 
ван1я лежатъ на одной прямой (прямая Симпсона). 

Задачи на построенте. 

153. На данной безконечной прямой найти точку, изъ которой 
другая данная конечная прямая была бы видна подъ даннымъ угломъ. 

154. Построить Л по основан!ю, углу при вершин и высот». 

155. Къ дугВ даннаго сектора провести такую касательную, чтобы 
часть ея, заключенная между продолженными рад!усами (ограничи- 
ваюшими секторъ), равнялась данной длинЪ (свести эту задачу на 
предыдущую). 

156. Построить /Л по основан1ю, углу при вершин и меданЪз, 
проведенной къ основан!ю. 

157. Даны по величинЪ и положен!ю двЪ конечныя прямыя а и 0. 
Найти такую точку, изъ которой прямая а была бы видна подъ даннымъ 
угломъ а, и прямая 6 подъ даннымъ угломъ В. 

158. Въ тр-к3 найти точку, изъ которой его стороны были бы видны 
подъ равными углами (указан1е; обратить вниман!е на то, что 
“каждый изъ этихъ угловъ долженъ равняться 4/,4). 

159. Построить Л по углу при вершин, высот и медланз, прове- 
денной къ основан1ю (указант!е: продолживъ мед1ану на равное 
разстоян1е и соединивъ полученную точку съ концами основанйя, 
раземотрЪть образовави!йся параллелограмъ). 

160. Построить /\, въ которомъ даны: основан!е, прилежаций къ 
нему уголъ и уголъ, составленный мед1аною, проведенною изъ вер- 
шины даннаго угла, со стороною, къ которой эта медлана проведена. 

161. Построить параллелограммъ по’ двумъ его д1агоналямъ и 
одному углу. 

162. Построить ДЛ по основанйю, углу при вершин и сумм3 или 
разности двухъ другихъ сторонъ. 

163. Построить четыреугольникъ по двумъ дагоналямъ, двумъ 
сосзднимъ сторонамъ и углу, образованному остальными двумя 
сторонами. 

164. Даны три точки А, Ви С. Провести черезъ А такую прямую, 
чтобы разстоян!е между перпендикулярами, опущенными на эту 
прямую изъ точекъ Ви ®, равнялась данной длинЪ. 

165. Въ данный кругъ вписать Л, у котораго два угла даны. 

166. Около даннаго круга описать /\, у котораго два угла даны. 

167. Построить ЛА по радусу описаннаго круга, углу при вершин 
и высотз. . 

168. Вписать въ данный кругъ Л, у котораго извЪстны: сумма` 
двухъ сторонъ и уголъ, противолежаций одной изъ этихъ сторонъ. 

169. Вписать въ данный кругъ четыреугольникъ, котораго сторона 
и два угла, не прилежацие къ этой сторон, даны. 

170. Въданный ромбъ вписать кругъ. 
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171. Въ равносторонн!й ЛАвписать три круга, которые попарно касают- 
ся другъ друга и изъ которыхъ каждый касается двухъ сторонъ тр-ка. 

172. Построить четыреугольникъ, который можно было бы вписать 
въ окружность, по тремъ его сторонамъ и одной д1агонали. 

173. Построить ромбъ по даннымъ сторон и рад1усу вписаннаго круга 

174. Около даннаго круга описать равнобедренный прямоугольный А. 

175. Построить равнобедренный Л по основан1ю и рад1тусу впи- 
саннаго круга. 

176. Построить /Л по основанйю и двумъ мед1анамъ, исходящимъ 
изъ кониовъ основаня. 

177. То же-—по тремъ мед1анамъ. 

178. Дана окружность и на ней три точки А, Ви С. Вписать въ эту 
окружность такой /Л, чтобы его биссектриссы, при продолжении, 
встрЪчали окружность въ точкахъ А, Ви С. 

179. Та же задача, съ замЪною биссектриссъ тр-ка его высотами. 

180. Дана окружность и на ней три точки М, №и Р, въ которыхъ 
пересЪкаются съ окружностью (при продолжении) высота, биссектрисса 
и мед1ана, исходяцИя изъ одной вершины вписаннаго тр-ка. По- 
строить этотъ А. 

181. На окружности даны двЪ точки Аи В. Изъ этихь точекъ про- 
вести дв параллельныя хорды, которыхъ сумма дана. 

Задачи на вычислен!е. 

182. Вычислить вписанный уголь, опираюцийся на дугу, равную 
1/1. части окружности. 

183. Кругъ раздЪленъ на два сегмента хордою, дВляшею окруж- 
ность на части въ отношен:и 5:7. Вычислить углы, которые вмЗ- 
шаются этими сегментами. 

184. ДвЪ хорды пересЪкаются подъ угломъ въ 36°15’32’”’. Вы- 
числить въ градусахъ, минутахъ и секундахъ двЪ дуги, заключенныя 
между сторонами этого угла и ихъ продолжен1ями, если одна изъ 
этихъ дугь относится къ другой, какъ 3:2. 

185. Уголъ, составленный двумя касательными, проведенными 
изъ одной точки къ окружности, равенъ 25°15’. Вычислить дуги, 
заключенныя между точками касаня. 

186. Вычислить уголъ, составленный касательною и хордою, если 
хорда дЪлитъ окружность на дв части, относяцияся, какъ 3:7. 

187. ДвЪ окружности одинаковаго раду, пересВкаются подъ 
угломъ въ ?/:4; опредЪлить въ градусахъ меньшую изъ дугъ, заклю- 
чающихся между точками пересЪченля. 

Прим В чан!е. Угломъ двухъ пересзкающихся дугъ наз. 
уголъ, составленный двумя касательными, проведенными КЪ этимъЪ 
дугамъ изъ точки пересЪченя. . 

188. Изъ одного кониа д1аметра проведена касательная, а изъ 
другого сЪкушая, которая съ касательною составляетъ Ууголъ въ 
20°30’. Какъ велика меньшая изъ дугъ, заключенныхъ между каса- 
тельною и сЪкушею? 
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КНИГА Ш 


ПОДОБНЫЯ ФИГУРЫ. 


—- 


ГЛАВА 1 
Подобе треугольниковъ. 


191. Сходственныя етороны. Вь этой глав намъ 
придется разсматривать таке тр-ки или мн-ки, у которыхъ 
углы одного соотвфтственно равны угламъ другого Условимся 
въ такихь случаяхь называть «сходственными» тъ 
стороны этихъ тр-ковъ или мн-ковъ, которыя прилежатъ 
къ равнымъ угламъ (въ тр-кахъ таюя стороны и против о - 
лежатъ равнымъ угламъ) 

196. Лемма. Прямая (ЛЕ, черт. 184), проведенная внутри 
треугольника (4ВС) параллельно его сторонЪ (4С), отеЪкаетъ 
отъ него другой треугольникъ (РВЕ), у котораго: 19, углы 
равны соотвЪтственно угламъ перваго треугольника и 20, сто- 
роны пропорщональны сходственнымъ сторонамъ этого тре- 
угольника. 

1° Углы тр-ковъ соотвЪтственно равны, такъ какъ Уголь В 
у нихь обний, а 2=А и Е=(, вакь углы, соотвЪтетвенные 
при параллельныхь ОЕ и АС и В 
сфкущихь АВ и СВ. $ 

25° ЛПокажемъ теперь, что сто- 
роны тр-ка РВЕ пропорщюналь- 
ны  сходственнымъь  сторонамъ , 
тр-ка АБС, т-е что ' 


"Ах \\ 
вр ВЕ _ РЕ А 
АВ ВС АС 


Черт. 154. 


Для этого разсмотримъ отдЪльно слздующе два случая. ` 
1°. Стороны АВ и ОВ имЗютЪ общую м$ ру. 
Раздёлимь АВ на части, равныя этой общей мЪрЪ. Тогда ВО 
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разд$лится на ц$лое число такихъ частей. Пусть этихъ 
частей содержится т вь В,и п вь АВ. Проведемъ изъ точекъ 
разд$ла рядъ прямыхъ, параллельныхь АС, и другой рядъ 
прямыхь, параллельныхъ ВС. Тогда ВЕ и ВС раздЪфлятся на 
равныя части (113), которыхъ будетъ т въ ВЕ и п въ ВС. Точно 
такъ же ОЁ разд$лится на т равныхъ частей, а АС на п рав- 
ныхъ частей, при чемъ части ПЕ равны частямъ АС (какъ про- 
тивоположныя стороны параллелограммовъ).Теперь очевидно, что 
ВР т ВЕ т ГЕ т 
АВ п’ВС п’ 40 п 

ВР ВЕ ПЕ 

АВ ВО АС 

2°. Стороны АВ и ВШ не имЪютъ общей 

м$ры (черт. 185). 


СлЪд., 


Тогда, стороны ВС и ВЕ, а также и стороны АС и БЕ, также 
не имфютъ общей м$ры. Д?Ъйствительно, если допустимъ, что 
стороны ВС и ВЕ (или АС и ПЕ) 
имфють какую-нибудь общую 
мЪру, то, раздЪливъ ВС (или АО) 
на части, равныя этой общей мЪрфЪ, 
и проведя черезъ точки раздЪла 
рядъ параллельныхъ прямыхъ, 
какъ это мы дЗлали въ случа» 1-мъ, 
мы этими прямыми раздЪлимъ сто- 
Черт. 185, роны 4В и ВП также на равныя 

части; слЪд., тогда эти прямыя бу- 
дуть имЪть общую м$ру, что противорЪчить предположению. 
Значитъ, если стороны АВ и ВЛ несоизм$римы, то каждфе изъ 
трехъ отношенйй: 


А 


вр ВЕ, РЕ 
ВА’ ВО АС 
будеть несоизмФримое. 


Найдемъ приближенное значен1е каждаго изъ нихъ съ точ- 
ностью до 1/„. Для этого раздЪлимь АВ на п равныхъ частей 
и черезъ точки раздЪла проведемъ рядъ прямыхъ, параллель- 
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ныхь АС, и другой рядъ прямыхъ, параллельныхъ ВС. Тогда 
каждая изъ сторонъ ВС и АС разд$лится также на и равныхъ. 
частей (113). Предположимъ, что 1, доля АВ содержится въ В 
болзе т разъ, но мене т--1 разъ; тогда, какъ видно изъ чер-. 
тежа, 1/, доля ВС содержится въ ВЕ также боле т, но менЪе 
т-Е1 разъ, и 1/, доля АС содержится въ ОЕ болЪе т, но менЪ%е 
т-Ё-1 разъ. Слд.: 

ВО _ т ВЕ т РЕ т 
| прибл. отн. ВА =} прибл, отн. ап; прибл. отн. 46-я” 
Отсюда слЪдуеть, что приближенныя отношен1я, вычисленныя 
съ произвольною, но одинаковою точностью, всегда равны другь 
‘другу; а такля несоизм5римыя отношен1я мы условились счи- 
тать равными (159); слЪд , и ВЪ ЭТОМЪ случаЪ можемъ написать: 


Вр ВЕ РЕ 
ВА ВС АС 
197. Замъчан!е. Доказанный рядь равныхъ отношен1й 
представляеть собою три слЪдуюцщия пропорши: 


Вр ВЕ ВО ПЕ. ВЕ ‘ПРЕ 
— — — —=— — о —= —. 
‘ВА ВС’ ВА АС ВС АС 
ПримЪняя къ этимъ пропоршямъ свойства ЧИСЛОВЫХ 
пропоршй, мы можемъ переставить Въ нихъ средн!е члены; 
Вр ВА. Вр ВА ВЕ_ ВС. 
Ро, же; Ре 
ВЕ ВС’ ОЕ 4АС’ПЕ 4С 
Мы видимъ такимъ образомъ, что если въ треуголь- 
никахъ стороны пропорц1ональны, то от- 
ношен1е любыхъ двухъ СстТоронъ одного 
треугольника равно отношен1ю сход- 
ственныхъ сторонъ другоготреугольника. 


198. Опредлен!е. Два треугольника наз. 
подобными, если углы одного соотв $ т- 
ственно равны угламъ другого и стороны 
одного пропорцтональны сходственнымъ 
сторонамъ другого. 


А. Киселевъ. Геометрия. 10 
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Что таке тр-ки возможны, показываеть лемма предыду- 
щаго параграфа, которую теперь можно высказать такъ: прямая, 
проведенная внутри треугольника параллельно какой-нибудь 
его сторонЪ, отсфкаетъ отъ него подобный треугольникъ. 


199. Теоремы (выражающя три признака подоб]я тре- 
угольниковъ). Два треугольника подобны: 

1°, если два угла одного соотвфтственно равны двумъ угламъ 
другого, 

или 2°, если ДВЪ стороны одного пропорц!ональны двумъ 
сторонамъ другого, и углы, лежащее между этими сторонами, 
равны; 

или 3°, если три стороны одного пропорц!ональны тремъ сто- 
ронамъ другого. 

1”. Пусть АВС и А.В,С, (черт. 186) будуть два тр-ка, у ко- 
торыхъ: 


А=А, В=В, и, сл$д., С=0\. 


Требуется доказать, что так1е тр-ки подобны.—Отложимъ 
на АВ часть ВП, равную А.В, и проведемь РЕ| АС. 

Тогда получимъ вспомогательный тр-къ ОВЕ который, со- 

гласно  предыду- 

В щей лемм%, по- 

В добенъ тр-ку АВС. 

1 Съ другой стороны 

АОБЕ= ДА. В, С\, 

р потому что у нихъ: 

ВО=А.В, (по п9- 

А СА, С, строеню), В=В, 

Черт. 186, (по  услов1ю) и 

)=А,! (потому что 

р=А и А=А\). Но если изъ двухь равныхъ тр-ковъ одинъ 

подобенъ третьему, то и другой ему подобенъ; слЪд., А 4,Б:С. 

подобень Л АВС. 

2”. Пусть въ тр-кахъь АВС и А.В,С, дано о (черт. 187): 


ВВ, ие в 


Требуется доказать, что так1ле тр-ки`подобны.—Отложимъ 
снова часть ВО, рав- | 
ную 4.Б:, и проведемъ | 
РЕ=АС. Тогда полу- В 
чимъ вспомогательный 1 
А ВПЕ, подобный ДА р Е 
АБС. Докажемъ, что | 
онъ равенъ ДА:В1С1. А СА: С 
Изъ подоб1я тр-ковъ 
АВО и ОЗЕ слфдуеть: Черт. 181. 

АВ _ ВС_4О [2] 
ФВ ВЕ ПЕ 

Сравнивая этоть рядъ равныхъ отношен1й съ даннымъ ря- 
‚ домъ [1], замБчаемъ, что первыя отношен1я обоихъ рядовъ 
одинаковы (ОДВ=А,В, по построен!ю); слЪдовательно, осталь- 
ныя отношен1я этихь рядовъ также равны, т.-е. 

ВС _ ВС 
В.С, ВЕ’ 

Но. если въ пропорши предыдушие члены равны, то должны 

быть равны и посл$дующйе члены; значить: 
В.С!=ВЕ. 

Теперь видимъ, что тр-ки ОВЕ и 4,В,С1 имЗють по рав- 
ному углу (В=В,), заключенному между равными сторонами; 
значить, эти тр-ки равны. Но А ОВЕ подобенъ А АВС; по- 
этому и Л 4:В:С; подобень А АВС. 

3. Пусть въ тр-кахь АВС и А.В\С, (черт. 188) дано: 

АВ _ ВС _ 46 й 
А.В. В10: А! 

Требуется доказать, что таке тр-ки подобны.—СдФлавъь по- 
строен1е такое же, какь и прежде, токажемъ, что АОБЕ= 
—=/А:В:С1. Изъ по- |’. 
доб1я тр-ковъ АВО | _. 

и ОБЕ слЗдуеть: В 
АВ ВС АС К 
Сравнивая — этОотЪ 


рядъ съ даннымъ ря- А СА, С, 
Черт. 138. 
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домъ 114, замчаемъ, что первыя отношен1я у нихь равны; 
слЪд., и остальныя отношен1я равны, и потому | 


В.С. ВЕ 
АС АС 


——^; откуда: 4.С.=рЕ. 
д. БЕ” ны 


Теперь видимъ, что тр-ки ОВЕ и 4А.В:С. имфють по три со- 
отвфтственно равныхъ стороны; значить, они равны. Но одинъ 
изъ нихъ, именно ОВЕ, подобеньъ Л АВС; слбд., и другой, 
т.е. А.В:С1, подобенъ Л АВС. 

200. ЗамЪчан!е опр!емЪ доказательства. По- 
лезно обратить вниман!е на то, что прлемъ доказательства, 
употребленный нами въ трехъ предыдущихь теоремахъ, одинъ 
и тоть же, а именно: отложивъ на сторон$ большаго треуголь- 
ника часть, равную сходственной сторонЪ менышаго, и проведя 
прямую, параллельную друтой сторонЪф, мы образуемъ вспо- 
могательный тр-къ, подобный большему данному. ПослЪ этого, 
беря во вниман1е услов1я доказываемой теоремы и свойства 
подобныхъ тр-ковъ, мы обнаруживаемъ равенство вспомога- 
тельнаго тр-ка меньшему данному и, наконець, заключаемъ 
о подобли данныхъ тр-ковъ. 

201. Теоремы (выражаюцщия еще 2 признака ‘подобля 
треугольниковъ). Два треугольника подобны: 

1° если стороны одного соотв$тственно параллельны сторо- 
намъ другого; 

или 29°, если стороны одного соотвфтственно перпендикулярны 
къ сторонамъ другого. 

Будемъ вести разсужден1е независимо отъ чертежа, при чемъ 
это разсужден1е отнесемъ одновременно къ обфимъ теоремамъ. 

Пусть стороны угловъ 4, В, С н%Ъкотораго треугольника 
соотв$тетвенно параллельны или перпендикулярны сторонамъ 
угловъ 4.:, В:, С! другого треугольника.. Тогда углы А и 4! 
или равны другъ другу, или составляютъ въ сумм два прямыхъ 
(85 и 86); то же самое можно сказать объ углахъ Ви В, Си С:. 
Чтобы доказать подоб1е данныхъ тр-ковъ, достаточно убЪ- 
диться, что каке-нибудь два угла одного изъ нихь равны со- 
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отв тственно двумъ угламъ другого. Предположимъ, что этого 
нфтъ. Тогда могуть представиться сл$дующйе два случая: 


1°. У треугольниковъ нЗтъ вовсе попарно 
равныхъ угловъ. 


Тогда: А--А.=24; В-+В:=2а; С-С:=24а, 
и, слфд., сумма угловъ обоихь треугольниковъ равна 64. Такъ 
какъ это невозможно, то этоть случай исключается. 


2°. У треугольниковъ только одна пара 
равныхъ угловъ; напр., пусть А=А,. Тогда: 


В--В.=2а; С--С=2а И, слЪд., ВВ -+-С-С=4а, 


и нотому сумма всозхъ угловъ обоихъ тр-ковъ больше 44. Такь 
какъ это невозможно, то и этотъ случай исключается. 


Остается одно возможное допущен1е, что тр-ки имФютъ двЪ 
пары равныхъ угловъ; но тогда они подобны. 


202. Теоремы (выражаюцйя признаки подоб1я прямо- 
угольныхъ треугольниковъ). Такъ какъ прямые углы всегда 
равны другь другу, то на основави доказанныхъ признаковъ 
подоб1я треугольниковъ вообще мы можемъ утверждать, что 


прямоугольные тр-ки подобны: 


1°, если острый уголъ одного треуголь- 
ника равенъ острому углу другого тре- 
угольника, | 

или 2°, если катеты одного треугольника 
пропорц1ональны катетамъ другого. 

Укажемь еще слфдующйй признакъ подоб1я прямоуголь- 
ныхь тр-ковъ, требуюний особаго доказательства. 


Теорема. Прямоугольные треугольники подобны, если 
гипотенуза и катетъ одного пропорщональны гипотенузЪ и ка- 
тету другого. 

Пусть АВС и А. В:С,! два тр-ка (черт. 189), у которыхъ углы В 
и В: прямые и 

АВ АС 


И. [11 
А.В Аз Ст 
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Требуется доказать, что такле тр-ки подобны.—Для доказа- 
тельства употребимъ тоть же прлемъ, которымъ мы пользо- 
вались ранЪе (200). Отложимъь Вр=А:В, и проведемь РЕ || АС. 

Тогда  полуЧчимЪ 


вспомогательный 
В В, А ОВЕ, подобный 
| А АВС (196). До- 
р и кажемъ, что онъ 
А: С, равенъ ДЛ А.В, (.. 
А С Изъ подоб1я трковъ 
Черт. 189. | АВС и ОПОВЕ сл$- 
дуеть: 
АВ _ АС 
РВ ГЕ 2] 


Сравнивая эту пропоршю съ данной [1], находимъ, что пер- 
выя отношен1я ихъ одинаковы; слЪд., равны и вторыя отно- 
шен1я, т.-е. | | 
АС _ АС 
РЕ А.С!’ 
Теперь видимъ, что тр-ки ОВЕ и А.В:С, имють по равной 
гипотенуз$ и равному катету; слЗд., они равны; а такъ какъ 
одинъ изъ нихъ подобень ДА АВС, то и другой ему подобенъ. 

203. Теорема (выразкающая свойство подобныхъ треу- 
гольниковъ). Въ подобныхъ треугольникахъ сходственныя 
стороны пропорщональны сходетвеннымъ высотамъ, т.-е. т5мЪъ, 
которыя опущены на сходственныя стороны. 

Дъйствительно, если тр-ки АВС и 4.В\С, (черт. 190) 
подобны, то прямо- 
угольные тр-ки 


откуда: РЕ=А: С}. 


, В, ВАР и ВА, 
также подобны 
(А=А, и О=р); 
‚ поэтому: 
с А\-С№Ас, ВР _ 48 _ 
Черт. 190. В.0: А.Б, 
ВС АС 
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ЗамБчаше. Можно также доказать, что въ подобныхъ 
тр-кахь сходственныя стороны пропорц1ональны 
сходственнымъ мед1анамъ, сходственнымъ бис- 
сектриссамъ, рад1усамъ круговъ вписанныхъ 
и радтусамъ круговъ описанныхъ. 

204. Задача. На данной сторон ® (4,С1, черт. 191) 
построить тре- 
угольникъ, подо б- 
ный данному (АВС). 

На данной сторон$ стро- 
имъ тр-къ, у котораго уголъ 
А, равень А и уголь С 
равеньъ С. Этоть тр-кь 
подобенъ данному (199, 1°). Черт. 191, 


ГЛАВА п. 
Подобе многоугольниковъ, 


205. Лемма. . Если, разбивъ многоуголь- 
никъ АВОГЕ... (черт. 192) на треугольники М, 
М,Р..... мы построимъ на какой-нибудг ко. 
нечной прямой 4.8, Л М, подобный АИ, 
зат мъ на сторон его 4.С, построимъ АМ,, 
подобный ЛМ, далЪфе на сторон$ 4.0; по- 
строимъ АР;:, подобный ДР, ит. д., наблю- 
дая при этомъ, чтобы подобные треуголь- 
ники были одинаково расположены, то мы 
получимъ такой многоугольникъ 4. Б:С. 0 Е.... 
‘у котораго: 17, уг- и 
лы соотвЗтствен- 
но равны угламъ С 
многоугольника С. 
АВСПЕ... и 32°, сторо- Р 
ны пропорц1ональ- Е: 
ны сходственнымъ 
сторонамъ этого А В А, В. 
многоугольника. Черт. 192. 

1°. Равенство угловъ мн-ковъ слфдуеть изъ равенства, угловъ 
тр-ковъ; такъ, В=В, и Е=Е,, какъ равные углы подобныхъ 


— 152 — 


тр-ковъ (Ми М., Ри Р\), А=А,, С=(;, О=р...., какъ суммы 
угловъ, соотвЪтственно равныхъ другь другу. 

2°. Пропорцюнальность сторонъ мн-ковъ слЪдуеть изъ про- 
порщональности сторонъ подобныхъ тр-ковъ. Д?Ъйствительно, 
мы можемъ написать слБдующе ряды равныхъ отношенй;: 
| АВ ВС АС. 
А.В, В.С: А: Ст 

| АС Ср Ар 
Изъ подобля Ми М... ЕН) 


Ар РЕ ЕА 

А.О, В.Е, _ Е.А: 

‚ Разсматривая эти отношен1я, зам$чаемъ, что послЪднее отно- 
шене 1-го ряда есть вм$ст® съ т$мъ первое отношен1е 2-го ряда, 
а посл$днее отношен1е 2-го ряда есть вмФетЪ съ т5мъ первое 
отношен1е 3-го ряда; отсюда заключаемъ, что вс отношен1я 
этихъ трехь рядовъ равны между собою. Возьмемъ изъ нихъ 
только тЪ, въ которыя входять стороны данныхъ многоуголь- 


никовъ; тогда и получимъ пропорцональность сторонъ: 
АВ ВС Ср ОЕ А 


А.В. ВС, О, Б ВА: 

зам чан1е. Изъ пропорц1ональности сторонъ двухъ мн-ковъЪ 
совершенно такъ же, какъ это было сд$лано нами раньше для 
тр-ковъ (197), можно вывести, что если въ мн-кахъь 
стороны пропорц1ональны, то отношенте 
любыхъ двухъсторонъ одного мн-ка равно 
отношен1ю . сходственныхъ сторонъ дру- 
гого мн-ка. 

206. Опред$лее. Два одноименныхъ *) 
многоугольника наз. подобными, если 
углы одного равны соотв$тственио угламъ 
Другогои стороны одного пропорц1ональ- 
ны сходственнымъ сторонамъ другого. 

Что таке многоугольвики возможны, показываетъь лемма 
предыдущаго параграфа, которую можно теперь высказать 
такъ: два многоугольника подобны, если они состоятъ изъ оди- 


Изъ подобя Ми М...... 


Изъ подобля Ри Р....... 


*) Напр., два пятиугольника, два шестиугольника ит. д., вообще 
два многоугольника, имфюцие одинаковое число угловъ. 
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наковаго числа подобныхъ и одинаково расположенныхъ тре- 
Угольниковъ. 


- 207. Зам чан!е. Для тр-ковъ, какь мы видфли (199), 
равенство угловъ влечеть за собою пропоршональность сто- 
ронъ и, обратно, пропорцпональность сторонъ влечеть за собою 
равенство утловъ; всл$дств1е этого для тр-ковъ одно равенство 
угловъ или одна пропорц1ональность сторонъ служить достаточ- 
нымъ признакомъ ихь подоб1я. Для мн-ковъ же одного равенства 
угловъ или одной пропорцональности сторонъ еще не достаточно 
для ихъ подоб1я; напр., у квадрата и прямоугольника углы равны, 
но стороны не пропорц1ональны, у квадрата же и ромба стороны 
пропорц!ональны, а углы не равны. 


Сл$дуюция 2 теоремы выражаютъ главнЪйпия свойства по- 
добныхъь мтогоугольниковъ» 


208. Теорема. Подобные. многоугольники (АВСОЕ и 
А‚В.С.0,Е‚, черт. 193) можно разложить на одинаковое число 
подобныхъ и одинаково расположенныхъ треугольниковъ. 


Подобные многоугольники можно разложить на подобные 
тр-ки различными способами. Укажемъ одинь ИзЪъ НИхЪ.— 
Возьмемъ внутри мн- 
ка  АВСОШОЕ —про- 
извольную точку О 
и соединимъ ‘ее со 
всеми вершинами. 
Тогда мн-къ АВСОЕ 
разобьется на столь- 
ко  треугольниковъ, 
сколько въ немъ сто- 
ронъ. Возьмемъ одинъ изъ нихъ, напр., АОЁ, (покрытый на 
чертеж штрихами), и на сходственной сторон$ 4.Ё, другого 
многоугольника построимъ углы 0,4.Е, и О.ЁЕ:А:, соотвЪт- 
ственно угламь ОАЕ и ОЕА; точку перес$ченя О, соединимъ 
съ прочими вершинами мн-ка 4.В.С'0.Е.. Тогда и этотъь мн-кь 
разобьется на то же число тр-ковъ. Докажемъ, что тр-ки перваго 
многоугольника соотвфтственно подобны тр-камъ второго много- 
угольника. ЛАОЕ подобень ДА!0.Е, по построеню. Чтобы 
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доказать подоб1е сос$днихъ тр-ковъ АБО и 4А.В;0:, примемъ 
во вниман1е, что изъ подоб1я мн-ковъ, между прочимъ сл$дуеть: 


А ВА _ АЕ 
41 и БАД, АЕ И 
и изъ подоб1я тр-ковъ АОЁ и А:0О:Ё выводимъ: 
АО АЕ 
ДОАЕ=С О, А.Е, И 4.0, д. [2] 


Изъ равенствъ [1] и [2] слЪдуетъ: 


ВА 40 


/ ВАО= С В:А.0, и В В.А, А.О! 


Теперь видимъ, что тр-ки АВО п 4,В,0; им$ють по равному 
углу, заключенному между пропорщональными сторонами; зна- 
чить,ани подобны. 

Совершенно такъ же докажемъ подоб1е слЗдующихъь тр-ковъ 
ВСО и В,:С101, затЪмъ тр-ковъ СОР и.С:0:Ш; и т. п. При этомъ 
очевидно, что подобные тр-ки въ обоихъ мн-кахъ одинаково 
расположены. 

Зам чае. Точку О (черт. 193) мы можемъ взять и на 
какой-нибудь сторонф мн-ка, и въ вершинЪ любого угла его 
и дазжке вн% мн-ка (въ послЪднемъ случа получатся тр-ки, частью 
выступающие за контуръ мн-ка). 

209. Теорема. Периметры подобныхъ многоугольниковЪ 
относятся, какъ сходственныя стороны. 

Пусть мн-ки АВСШЕи А,В,С.0.Е/ (черт. 193) подобны; тогда 
по опред$лен!ю: 

АВ ВС Ср ПЕ ЕА 


А.В. В,0, 6:0, БЫ ВА, 
Изъ алгебры извЪетно, что если имфемъ рядъ равныхъ отно- 
шен1й, то сумма всЪхъ предыдущихъ членовъ относится къ сумм$ 
вс&хъ послфдующихь, какъ какой-нибудь изь предыдущихъ 
членовъ относится къ своему посл$дующему; поэтому: 
АВ+ВС-+СР-+-РЕ-+-ЕА _ _ АВ _ ВС 


А.В.-+В. С.С, Е, А, А.В, ВС. 
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Прим руъ. Если сторона одного многоугольника болЪе 
сходственной стороны другого многоугольника, подобнаго ему, 
ВЪ 2 раза, 3 раза, 4 раза ит. д., то и периметръ перваго много- 
угольника болЪе периметра второго въ 2 раза, 3 раза, 4 раза ит. д. 

210. Задача. На данной сторон*% А.В, (черт. 192) 
построить многоугольникъ, подобный дан- 
ному многоугольнику АБВСПЕ. 

Разбивъ данный многоугольникъ на тр-ки М, М, Р, строят, 
согласно леммЪ 8 205, на данной сторонф А.В, тр-къ М;:, по- 
добный тр-ку М, затЪмъ на сторонЪ 4,С\—тр-къ №,, подобный 
тр-ку М, пт. д., наблюдая при этомъ, чтобы тр-ки были одинаково 
расположены въ обЪфихъ фигурахъ. Полученный такимъ обра- 
зомъ мн-нь А. В, С, 20, Е, подобенъ данному. 


ГЛАВА ПП. 
Фигуры, подобно расположенный. 


211. Опредълене. Пусть намъ дано: какая-нибудь фи- 
гура РЕ (черт. 194), точка ©, которую мы назовемь нентромъ 
подоб1я, и отвлеченное число ®, которое мы назовемъ отно- 
шен1емъ подоб1{я. Возьмемъ въ фигур РГР произвольную 
точку Аи черезъ нее изъ иечтра подоб!я 5 проведемъ полупрямую 6 А. 
Найдемъ на этой полупрямой 
такую точку 41, чтобы отно- 
’®шене 54, : бА было равно А 

числу к. (если к<1, то точка А, 
расположится между би А, 
какь у нась на чертежз, 
если же к> 1, то точка А, бу- 
деть лежать за точкой А). 
Возьмемъ какую-нибудь дру- , 
гую точку В фигуры Е и сдз- Черт. 194. 
лаемъ для нея то же построене, 
какое мы указали для А,, т.-е. черезъ В проведемъ изъ 9 полупрямую 
и на ней найдемъ такую точку В:, чтобы отношен1е 5 В, : 9В равнялось 
тому же числу к. Вообразимъ теперь, что, не измЪняя положен1я 
точки би величины числа ®, мы для каждой точки фигуры РЁ находимъ 
указаннымъ путемъ сботвЪтетвуюцгую точку; тогда геометрическое 
мото всЪхъ этихъ.точекъ составить нЪкоторую новую фигуру ЁР.,. 
Фигура РЁ, полученная такимъ образомтъ, наз. 
фигурой, подобно расположенной съфигурой 
Р относительно центра подоб1я 6 при дан- 
номъ отношен1и подоб1я хх. 
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Полупрямыя 6 А,, 9В,..., проводимыя изъ центра подобя черезъ раз- 
личныя точки фигуры ЁР, наз. лучами подоб1{я; точки А и А,, 
Ви В, ит. д. наз. сходственными точками фигуръ Ви ЁР,. 

Изъ сказаннаго слфдуетъ, что если Р, есть фигура, подобно раепо- 
ложенная съ фигурой РЁ относительно центра подоб1я 5 при отношен1и 
подоб1я к, то, обратно, Ё есть фигура, подобно расположенная съ фи- 
гурой Г, относительно того же центра подоб1я 5, но при отношен!1и 
подоб1я равномъ не к, а обратному чиелу 1{к. 

Подобно расположенную фигуру можно получить еще иначе. 
ВмЪсто того, чтобы ‘точки А, В.... сходственныя съ точками А, В... 
фигуры ЕЁ, находить на лучахъ подобля (т.-е. по ту же сторону отъ ментра 
подоб1я 5, по которую отъ него расположены точки А, В...), можно 
брать ихъ на продолжен! яхъ лучей подобя, по другую сторону 
отъ 5. Тогда мы получимъ фигуру ЕР! (черт. 194), которая тоже подобно 
расположена съ фигурой Ё относительно центра ‘подоб1я 5 при томъ 
же отношен!и подоб1я к. Для отлич1я первое изъ указанныхъ нами 
полоб!И въ расположен1и наз. прямымъ, а второе—обратнымъ *). 

212. ЗамЪчан1е. Фигуры Ёи Ё.. (черт. 194) равны 
между собою. ДъЪйствительно, изъ равенствъ: 

, ЮА:: бА=к си БА, : бБА=к 
слЪфдуетъ: 94, =б4,; подобно этому 9В::=5 В, и т. д. Поэтому, если 
секторъ бАВ..., содержаций фигуру РЁ, повернемъ въ плоскости 
вокругъ точки Ё на 180°, то точка А, совмфетится съ Аз, точка В: 
совмЪстится съ В11... ит. д.; значитъ, фигура РЁ, совмФстится съ фи- 
гурой ЁР\1. 

213. Теорема. Фигура, подобно расположенная съ отр5зкомъ прямой 
(АВ, черт. 195), есть так ке отрфэокъ прямой (4,В;, или А11В11); этотъ 
отрфзокъ параллеленъ первому и имф тъ съ нимъ одикаксвое направлене при 
прямомъ подоб\и и чроти-ополо‘кное при обратномъ; отношене этого отр5зка 
къ первому равно отношению подобя. 
| Будемъ говорить сна- 
чала только о прямомъ 
подоби, 

Найдемъ точки А; и 
В:, сходственныя съ 
кониами А и В дан- 
наго отрЪзка; эти точки 
должны лежать на лу- 
чахъь 6бА и БВ и уло- 

Черт. 195. влетворять равенствамъ 
БА, : БА=бВ, : 6В=к, ГДЪ к есть отношен]е подоб1я. Соединивъ 


+) Подоб!е въ расположенйи (прямое и обратное) наз. въ нфкоторыхъ 
нашихъ руководствахъ (по образиу французскихъ) словомъ «г о моте- 
т1 я», и фигуры, подобно расположенныя, наз. тогда «гомотетичными». 
Мы избфгаемъ этихъ неблагозвучныхъ иностранныхъ названй. 
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А: съ В, прямой, докажемъ, что А:В, | АВ и что А.В, : АВ=к. Тр-ки 
А.В, и БАВ подобны, такъ какъ они имЪютъ по равному углу (при 
обшей вегшинЪ 5), заключенному между пропору!ональными сто- 
‘ронами. Изъ ихъ подоб1я слЪдуетъ, во 1, равенство угловъ и, слЪд., 
параллельность сторонъ А.В, и АВ; во 2, пропоршональность сто- 
ронъ: А.В, : А8В=б5А; : бА=к. 

Теперь докажемъ, что полученный нами отрЪзокъ 41 В! есть фигура, 
подсбно расположенная съ отрЪзкомъ АВ. Для этого возьмемъ какую- 
нибудь точку М на АВ и проведемъ лучъ 5М; пусть М, будетъ точка, 
въ которой этоть лучъ пересЪкается съ А.В,. Тр-ки 5А.М, и ЗАМ 
под‹ бны, такъ какъ углы одного равны соотвЪтственно угламъ другого 
(вслЪдств1е параллельности сторонъ 4.:В, и АВ). Изъ ихъ подоб1я 
слЪдуетъ: 6М, : 5М =5А,:6бА=к; значитъ, точка М, есть точка, 
сходственная съ М. Такимъ образомъ, какую бы точку М на АВ мы 
ни взяли, сходественная ей точка М, лежить на А.В,. Вообразимъ 
теперь, что точка М перемъшается по АВ отъ А къ В; тогда сходетвен- 
ная ей точка М, будетъь перемфшаться отъ 4, къ В;, оставаясь по- 
стоянно на отрЪзкЪ А. В:. Значитъ, этотъ отр$зокъ и будетъ фигурой, 
подобно расположенной съ АВ. 

То же самое можно повторить и для обратнаго подоб1я. При этомъ 
изъ чертежа непосредственно усматриваемъ, что направлен1е отр%зка 
А.В, получающшагося при прямомъ подоб1и, одинаково съ направле- 
н1емъ АВ, а направленйе отрЪзка А.!В:1, получающагося при обрат- 
номъ подоб1и, противоположно направлен1ю АВ. 

214. Теорема. Фигура. подобно расположенная съ многоугольникомъ 
(АВСО. черт. 196). есть также многоугольникъ (А.В, С.В; или А В1С11 941); 
этотъ многоугольникъ подобенъ первому, при чемъ отношене сторонъ его 
къ сходственнымъ сторонамъ перваго многоугольника равно отношел!ю подоб1я. 

Согласно доказанному выше (213), фигура, подобно расположенная 
съ мн-комъ АВОШО, должна быть образована такими отр$зками пря- 


, Черт. 196. 
мыхь, которые параллельны сторонамъ даннаго мн-ка и находятся 
къ нимъ въ отношен!и, равномъ отношен!ю подоб1я; слфд., фи- 
гура А. В,:С:0, (и 4,.В1:С:1011) есть мн-къ, у котораго стороны про- 
пори!ональны сторонамъ даннаго мн-ка. Съ другой стороны, такъ 
какъ отр$зки А.В:, В:С:... имЪють одинаковое направлен!е съ отрзз- 
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ками АВ, ВС,..., а отрззки А; В\1, В. Сл1,.... имЪютъ противоположное 
направлен!е съ отрЪзками АВ, ВС,,..., то (85) углы мн-ковъ 4,:В:С:Б1 
и А, В:1С1)\11 равны соотвЪтственно угламъ мн- ка. АВСРО; значитъ, 
эти мн-ки подобны. 

215. ЗамЪ чае. Мы видимъ такимъ образомъ, что прямолинейныя 
фигуры, подобно расположенныя, оказывалотея вмЪетЪ съ тБмъ и 
подобными (906). Поэтому фигуры эти наз. фигурами подобными 
и подобно расположенными. 

216. Теорема. Фигура, подобно расположечная съ окружнсстью (центра 
О, черт. 197) есть также окружность; центръ (О, или О.:) этой окружности 
лежить въ точкЬ, сходетвенной съ центромъ первой окружности; отношен!е 
радгуса этой окружности къ радГусу перзол равно отношению подоб я. 

Пусть К есть иентръ подобзя и Ё отношен1е подоб1я (на нашемъ 
чертеж мы взя- 
ли ЁЕ=1.5). Возь- 
мемъ въ данной ок- 
ружности произ- 
вольный радпусъ 
ОА и построимъ 
отрззокъ 0,41, ‹по- 
добно  расположен- 
ный съотр$зкомъО А. 
По доказанному раньше (918) 0, 4, | ОАи0, А, : ОА=К, т.-е. 01.4. =ОА. | 
— ВЁ, сли буквою Е обозначимъ рад!усъ даннаго круга. Изъ послЪд- 
няго равенства видно, что длина 0,4, не измЗняется при измВнен!и 
положен1я радуса ОА. Поэтому если станемъ врацгать этотъ радлусъ 
вокругъ центра О, то подобно расположенный отр$зокъ 0,4, будетъ 
вращаться вокругъ точки О\, при чемъ длина его не будетъ измЪфняться; 
значитъ, точка А, опишетъ при этомъ окружность, которой центръ есть 
0; и рад!усъ В,, удовлетворяюций равенству: В, =0,А,=ОА.к = ВК. 

Такъ же докажемъ, что теорема остается взрной и при обратномъ 
подоб1и (получается окружность центра О1, съ радусомъ О: А:1). 

217. Теорема. Всяк:я двф окружности можно разсматривать, канкъ по- 
добно расположенныя относительно н5которыхъ центровъ подобя. 


Черт. 197. 


Черт. 198, 


Пусть (черт. 198) О и 0, будутъ центры двухъ окружностей и В 
и В, ихь рад!усы. Возьмемъ какле-нибудь рад1усы ОЛ и О. А:, парал- 
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лельные между собою, и черезъ концы ихъ Ди А, проведемъ неогра- 
ниченную прямую. Пусть точка пересЪчен1я этой прямой съ линей 
пентровъ будеть 5. Докажемъ, что эту точку можно разсматривать 
какъ пентръ прямого подоб1я данныхъ окрух и ›стей. Изъ построен1я 
видно, что 


80 А В 

Поэтому, если, взявъ за центръ прямого подоб1я точку б и за 
отношен!е подоб1я число =, : В, мы поастроимъ фигуру, подобно 
расположенную съ окружностью О, то, согласно предыдушей теоремЪ, 
эта фигура и будетъ окружность О.. Значитъ, двЪ данныя окружности 
суть фигуры, подобно расположенныя относительно центра прямого 
подоб1я 5. 

Такъ же убЪдимся, что если возьмемъ параллельные радусы ОА 
и 0,4А::, которыхъ направлен1я противоположны, и черезъ кониы 
ихь Аи А., проведемъ прямую, то эта прямая пересЪчеть лин ю 
центровъ въ точкЪ 8:, которую можно принять 38 центръ обратнаго 
подоб!я данныхъ окружностей. | 

Если радусы Ви В, данныхь окружностей будутъ равны, то пря- 
мая АА, не пересзчетъ линия центровъ; въ этомЪъ случаЪ не суце- 
ствуетъ прямого подоб1я, а есть только обратное. 

218. ЗамЪчан!е. Вообразимъ, что лучъЪ подоб!я 5А (черт. 198) 
все болЪе и болЪе отклоняется отъ лин1и пентровъ. "Тогда точки Ди В, 
въ которыхъ этотъ лучъ пересЪ кается съ окружностью О, будутъ 
все боле и болЪе сближаться между собою: при этомъ и сходетвенныя 
имъ точки Аи В, будутъ также сближаться между собою, и вЪ тотъЪ 
моментъ, когда точки Аи В сольются въ одну точку М, точки А: и В! 
также сольются въ одну точку М!, и тогда лучъ подоб!я сдЪлается 
обшею внЪшнею касательною къ даннымъ окружностямъ. Таким 
образомъ, общая внзшняя касательная къ 2-мъ 
окружностямъ (если она сушествуетьъ) проходитъЪ 
черезъ ментръ ‘’ ихъ прямого подоб:{я. Такъ же 
можно разъяснить, что общая внутренняя касатель- 
ная къ 2-мъ окружностя мъ (если она существуетъ) 
проходитъ черезъ иентръ 5: ихъ обратнаго 
подо б\я. Добавлен1е: «если она сущшествуетъ» мы должны сдълать 
потому, что центры подоб1я 2-хъЪ окружностей сушествуютъ всегда 
(по крайней мЪрЪ обратнаго подоб!я), тогда какъ обция касательныя 
сущебтвуютъ не всегда (см. замЪчан1е къ задач 8 142). 

Ужазанное свойство общшихъ касательныхъ даетъ простой способъ 
ихъ построен1я. Найдя центры Я и 9. прямого и обратнаго подоб!я 
‘двухъ окружностей (посредетвомъ проведен1я параллельныхъ ра- 
д1усовъ ОА, О: А, и О. А.1, черт. 198), черезъ каждый изъ нихъ про- 
водятъ касательныя къ одной изъ двухЪ окружностей; эти касательныя 
полжны касаться и другой окружности. 
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ГЛАВА Ш. 


Нёноторыя теоремы о пропорщуональныхь линяхъ, 


219. Теорема. Стороны угла, пересфкаемыя рядомъ па- 
раллельныхъ прямыхъ, разсфкаются ими на пропорщональныя 
части. | . 


Пусть стороны угла АВС (черт. 199) разсЪкаются рядомъ 
параллельныхъ прямыхь: ОГУ, 
С ЕЕ, ЕР,... на части: 
ВО, ПЕ, ЕЁЕ.....(сторонаВС); 
ВО,, О.Е ,ЕЁЕ,.....(сторонаВ.А). 
Требуется доказать, что части 
одной стороны пропорцональ- 
ны соотв$тетвующимъ частямъ 
А ‘ругой стороны, т.-е. что: 
Вр ПЕ ЕЕ 


Вр, Т.Е, ЕР 
(или: Вр . РЕ=ВО, . РЁ: РЕ . ЕР=рП Е, . Е.Е; и т. д.) 


Черт. 199. 


Проводя вспомогательныя прямыя ОМ, ЕМ .... Параллель- 
ныя ВА, мы получимъ тр-ки ВОО:, РЕМ, ЕЕМ..., которые 
вс$ подобны между собою, такъ какъ углы У нихъ соотв%т- 
ственно равны (всл$детв1е параллельности прямыхъ). Изъ ихъ 
подоб1я слЪдуеть (197, замЪчан!е): 


вр РЕ ЕЁ _ 

Вр, ОМ ЕМ ^ 
`’ЗамЪнивъ въ этомъ ряду равныхъ отношен!Й отрфзокь ОМ 
на Г.Е:, отр$зокъ ЕМ на Е\Ё\,... (противоположныя стороны 
параллелограммовъ равны), мы получимъ то, что требовалось 
доказать. 


220. СлБдете. ДвЪ прямыя (АВи А. В,, черт. 200), 
перес $ каемыя рядомъ параллельныхъ 
прямыхъ (СС:, ОБ, ЕЕ....), разс$ каются ими 
на пропорц1тональныя части. 
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Предположимъ сначала, что прямыя АВ и А.В: не парал 
лельны. Тогда онф обра- | т. 3 
зують нФкоторый уголъ. 
Примфняя къ этому углу А: 
предыдущую теорему,. м- 
жемъ написать: 
ср ПШЕ - ЕЁ _ 


СП: РЁ ЕЁ —_ А: С, 4 Е, 

(части сторонъ угла, при- Черт. 200. 

мыкаюппя къ его’ вершин, мы отбрасываемъ). 
Если теперь допустимъ, что АБ | 4.В,, то пропорщональ- 


ность частей этихъ прямыхъ не нарушается и въ этомъ случаъ.. 


такъ какъ тогда соотвзтетвенныя части не только пропорц1о- 
нальны, но и равны (СО=С: 01, РЕ=р,Е, ит, д.). ` 

291. Обратная теорема. Если на сторонахъ угла. 9т° 
ложимъ отъ вершины пропорц!ональныя части, то прямыя, 
соединяющя соотвфтетвенные концы ихъ, параллельны. 

Пусть на- сторонахъ угла АВС (черт. 201) отложены оть 
вершины | 
на сторонф ВС части: ВО, ПЕ....., 
на сторон% ВА части: Вр,, ПЕ....; 
и пусть части одной стороны пропорщональны Частямъ другой 
стороны, т.-е.: о . 

| Вр РЕ 
Вр; ПЕ, . 

Требуется ‘доказать, что прямыя Рр,, ЕЕ.... паталлельны. 
Предположимъ, что эти пря - 
мыя непараллельны. Тогда, 
проведя черезъ точку Е 
прямую, параллельную ОГ! 
(77), мы получимъ нёкоторую 
лино, нё сливающуюся съ 
ЕЕ,; пусть это будеть прямая 


ЕЕ. 1. Согласно предыдущей } , _^ | У 
теорем% , мы будемъ имЪть: | Черт. 201. 
вр ТЕ вр ПЕ. 


= —— Но ПО ловлю: — = =; 
Вр. ПЕН у вр. ПЕ, 


У 
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Слфд., Р.Е! =Л,Е!, что при нашемъ предположени невоз- 
можно; значитъ, нельзя допустить, чтобы прямыя ОО; и ЕЕ, 
были нёпараллельны; остается принять, что Ор, | ЕЕ.. 

222. Теорема. ДвЪ параллельныя прямыя (МХ п М.М, 

черт. 202), ‘`первефкаемыя рядомъ прямыхъ. (0.4, ОВ, ОС, ....), 
исходящихъ, изъ одной и той же точки (0), разсЪнаются ИМИ 
_ на ‚пропорцгональныя части. 
Требуется доказать, что части: АВ, ВС, СЪ,... прямой ММ про- 
порц1ональны частямъ А.В), 
В:С1, С.П... прямой М. №,.— 
Изъ подоб1я тр-ковъ ОАВ и 
ОА.В, (196), затёмъ тр-ковъ 
ОВС и ОВС, выводимъ: 

АВ ВО ВО _ ВС 
А.В, В0 В0 В, 
АВ ВС 

_ Черт. 202. Откуда: А.В. В: _ В.С, 

'Подобнымь же образомъ доказывается пропоршональность 
и прочихъ частей. 

223. Задача. Разд лить отр $ зокъ прямой 
АВ (черт. 208) на три части пропорц1онально 
ряду. т:пт:р, гдз т пит суть данные 
отр$зки прямой, или данныя числа. 

Проведя неограниченную пря- 
мую АС подъ произвольнымъ 
угломъ къ АВ, отложимъ на 
ней отъ точки 4 части, равныя 
прямымъ т, пир. Точку РЕ, 
составляющую конецъ р, соеди- , 
няемъ съ В и черезъ точки отло- 
жен1я проводимъ прямыя, па- 
раллельныя ВРК. Тогда АВ разд%- 
лится въточкахъь Ди Ё на части, 

Черт. 208. `пропорщональныя ”ит:р (219). 

Если т, п и р'означаютъ как1я-нибудь числа, напр., 9, 5, 3, 
то построен1е выполняется такъ же, съ тою разницей, что на АС 
откладываются ‘отр$зки, равные 98, 5 и 3 произвольнымъ едини- 
цамъ длины. 
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Конечно, указанное построен1е примфнимо къ дЪленю не 
только на 3 части, но и на какое угодно иное число частей. 

224. Задача. Къ тремъ даннымъ отрЪзкамъ 
прямой а, 6 и с найти четвертый пропор- 
ц1ональный (черт. 204), 
т.-е. найти такой отрЪзокъ 
прямой х, который удовле- 
творялъ бы пропорши: а : = 
—=6с: х.—На сторонахъ про- 
извольнаго угла АВС откла- 
дываемъ части: ВО)=а,ВЕ=Ь, 
РЕ==е. Соединивъ затфмъ Ш) 
и Е, проводимъ ЕС || РЕ. От- 
р%зокь ЕР@ будеть искомый 


(219) *). 
225. Задача. На безко- 
нечной прямой ММ` Черт. 204. 


(черт. 205) найти точки, которыхъ разстоян!1я 
отъ двухъ данныхъ точекъ Ди В этой пря- 
мой относились бы, какъ т:тп (тип или данные 
отр$зки прямой, или данныя числа). 

Черезь А и В проводимъ какля-нибудь дв параллельныя 
прямыя и на них откладываемь АС=т и В0О=ВЕ=ип (если 
тт и п числа, напр., т=3, и-=2, то мы возьмемъ отр$зокъ АС, 
равный 3 какимъ-ни- 
будь единицамъ дли- 
ны, а отр$зки ВО и 
ВЕ, равные 2 такимъ . 
же единицамъ). За- 
тЪмъ проведемъ пря-' 
мыя черезъ точку С 
и каждую изъ точекъ 
Еи ШП. Очевидно, ка- 
ковы бы ни были ти 
п, прямая СЁ всегда 


> черг. 205, 
пересЪчется съ ММ ` л6рг. 9 


*) ОтрЪзокъ с можно откладывать, такъ же какъ и а, отъ вершины 
угла В; тогда и отрЪзокъ х отложится тоже отъ этой вершины. При 
такомъ построен!и пропорияа : 6 =с : хвыводится изъ подоб1я тр-ковЪ 
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въ нзкоторой точкЪ Ё; прямая же СП пересчется съ ММ только 
въ томъ случаЪ, если тяеп, причемъ точка, перес$чен1я С будетъ 
лежать направо отъ В, если т>>и (какъ у насъ.на чертеж»), 
или налЪво оть А, если т<и. Докажемъ, что точки Ри С удо- 
влетворяютъ требован1ю задачи. Д'Ъйствительно, изъ подобтя 
треугольниковъ АСЁ`и ЕВЕ, а зат$мь изъ подоб1я тр-ковъ 
АС@ и ВОС находимъ: 


ГА ‚ ГЕВ=АС .‚ ВЕ=т: п 
ОА: СВ=АС : ВО)=т : п.. 


Кром этихъ двухъ точекъ на прамой ММ нЪтъ ни одной точки 
удовлетворяющей. требован1ю задачи. ДЪйствительно, если. точку Ё 
(черт. 206) передвинемъ ближе къ А, то РА уменьшится, а РВ уве- 
личитея, потому стпошен!е РА: ЕВ уменьшится; если же точку Р 


А. В 
Е 6 СС. м 


Черт. 206. 


М 


перемЪ$стимъ ближе къ В, то РА увеличится, а РВ уменьшится, и 
погэому отношен!е РА: ЕВ увеличится. Значитъ, между Аи В, кромЪ 
точки РЁ, не можеть существовать никакой другой точки, разетоян1я 
которой оть Аи В относились бы между собою, какъ т : п. 


Возьмемъ теперь какую-нибудь точку С\, лежацгую между В и С, и 
допустимъ, что 


(Я.А: 61В=СА : В=т : п. 


Чтобы доказать невозможность этой пропорпйи, составимъ изъ 
нея слБдуюшую производную пропор!ю: 


(41. А—С.В) : <.В=(А—СВ) : СВ, 
т.-е. АВ: С.В= АВ: СВ; 
Откуда получимт: С,В=аВ. 


Такъ какъ это равенство невозможно, то значитъ, невозможна и 
допушенная нами пропори!я, и потому нельзя допустить, чтобы между 
А и С сушествовала какая-нибудь точка, удовлетворяющая требо- 
ван1ямъ задачи. Такъ же можно доказать, что никакая точка С», 
лежашая направо отъ С, не. можетъ удовлетворить этимъ требован!ямъ. 

Наконецъ, если возьмемъ какую-нпбудь точку К, лежащую на- 
лЪво оть А, то для нея, очевидно, КА«ЕВ, и потому отношен1е 
КА: ЕВ меньше 1 и, селЪд., оно не можетъ равняться отношению 
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т: п, которое больше 1 при т>л (если т<п, то точка С будетъ 
находиться налЪво отъ А, а направо отъ В не будетъ ни одной точки, 
удовлетворяющей задачЪ). 


ЗамВчан!е. 1°. Когда т=п, существуеть только одна 
точка (лежащая на серединф между Аи В), которая удовлетво- 
ряеть требован1ю задачи, такъ какъ разстоян1я какой-нибудь 
другой точки прямой ММ оть точекъь А и В не могуть быть 
равными. 

92°. О точкахь Е и С, удовлетворяющихъь пропорщи 
ГА: ЕВ=(А : ОВ=т: п, говорятъ, что онф д$лять въ дан- 
‚ номъ отношени т:п отр$ззокъ АВ (черт. 205) внутрен- 
нимъи вн шнимъ образомъ (точка ГР внутреннимъ, 
а точка @ внЪшнимъ); говорять также, что точки Е и @ д$лятъ 
отр$зокъь АВ гармонически. 

226. Теорема. Биссектрисса любого угла треугольника, 
‚ какъ внутренняго, такъ и вн-шняго, пересЪкаетъ противопо- 
ложную сторону или ея продолжен!е въ такой точкЪ, которой 
разстоян!я отъ концовъ этой стороны пропорщональны соотв$т- 
ственно другимъ сторонамъ треугольника. 

Пусть (черт. 207) ВО есть биссектрисса внутренняго, а ВО. — 
биссектрисса внфшняго угла тр-ка АВС. Требуется доказать, 
что точки Ди Г, дёлятъ сторону АС внутреннимъ и внфшнимъ 
образомъ на части, пропорцональныя сторонамь ВА и ВС, 
т.-е., что: 

РА _ ВА „РА _ ВА 
1.70 ВС: ”`1,0 ВС 


Черезъ вершину С проведемъ ЕЁ, || АВ до пересЪченля съ об$ими 
биссектриссами (80, 1°). Тр-ки АВХ и РЕС подобны (углы при О 
‘равны, какъ вертикальные, уг. 1=уг. 5, какъ углы внутр. 
накресть лежаш1е при параллельныхъ); точно такъ же подобны 
тр-ки АВГ, и СЕ, П:. Изъ подоб1я ихъ находимъ: 


РА_ ВА, 1.А_ ВА 
26 ЕС ПР р.б дв, 1 


Чтобы перейти отъ этихъ пропорцай къ твмъ, которыя требуется 
доказать, достаточно убЪдиться, что ЕС=ВС и СЕ. =ВС. Такъ 
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какъ уг. 8=уг. 1 (по услов!ю) и уг. 5=уг. 1 (какъ внутренне 
накресть лежаще при параллельныхъ), то уг. 2=уг. 5, и потому 
въ ЛЕВС стороны ЕС и ВС равны; съ пругой стороны, уг. 
3=уг.4 (по услов!ю) и уг.6 =уг.4 (какъ углы внутр. накр. лежапте 
при — параллель- 
ныхъ); значитъ уг. 
3=уг. 6, и потому 
въ ВСЕ, стороны 
СЕ: и ВС равны. 
ЗамЪнивъ теперь 
въ пропорщяхъ [1] 
и [2] отрзки ЕС 
и СЕ, на ВС, полу- 
Черт. 207. чимъ тЪ пропор-. 
ши, которыя тре- 

бовалось доказать. 

‘Численный примЪръ. Путь АВ=10, ВС-1 и 
АС =6. Тогда биссектриссы ВЛ и ВП, опред$ляютъ точки Ди П,, 


которыхь разстоян1я оть А и С можно найти изъ пропорщи: 
РА 10 БПА 10 
06 т“ ро т. 

РА-+ОС _ 11 2А—П.С 3 


откуда: РА 10“ ПА 1’ 
в 17 в 3 
тв РА 10 ПБА 10, 
60 о 60 
значитъ: ВА= 1. =З%и ПГ =3 =20. 


ЗамЪчан/е. Для биссектриссы внфшняго угла тр-ка теорема 
не примЪнима въ томъ случа, когда этотъ вн ши! уголъ лежитъ 
при вершин$ равнобедреннаго тр-ка. Дйствительно, 
легко доказать, что въ этомъ случаф (если АВ=ВС, черт. 207) 
биссектрисса ВР, параллельна АС. 

227. Обратная теорема. Если прямая, исходящая изъ 
вершины треугольника, перес$каетъ противоположную сторону 
(или ея продолжен!е) въ такой точкЪф, которой разстоян!я До 
концовъ этой стороны пропорщональны соотвЪфтетвенно двумъ 
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другимъ сторонамъ, то она есть биссектрисса угла треуголь- 
ника (внутренняго или ВНЪшняго). 

Пусть ри Ш, (черт. 208) двЪ точки, удовлетворяющя про- 
порцщямъ: 


ы < 


РА ВА. А. ВА... 
0 во И 0 в! 


Требуется доказать, что прямыя ВО и ВВ, дфлять пополамъ: 
первая внутреней, а вторая внзшнйЙ уголъ тр-ка АВС. 


— 


57 Черт. 208. А 


Проведя черезъ точку С:  прамую Е, | АВ, найдемъ изЪ пО- 
доб1я треугольниковъ: а 


РА ВА. РА ВА’ е..., 
=_= [3]; > [4]. к т 
а ЕС Т.0 СЕ. ет 


._ У 


Сравнивая пропорщи [3] съ [1] и [4] съ [2], находимъ: + `.: 
ЕС=ВС и СЕ=БС. ты вы 
Поэтому въ тр-кё ВЕС равны углы 2 и 5, а вь треугольник 
ВЕ!С равны углы 3 и 6; но уг. 5=уг. 1 (какъ внутренн!е накр. 
лежаще при пар.) и уг. 6=уг. 4 (по той же причин®);-слд., 
уг. 2==уг. 1 и уг. 3 =ут. 4, т.-е. Ври ВО, суть биссектриссы. 


228. Теорема. Геометрическое мфето точекф, которыхь разстоянтя” отъ 
двухъ данныхъ точенъ Аи ДЛ находятся въ постоянномъ отношении т: п, 
есть окружность, когда т не равно и, и прямая, когда т=и. 

Предположимъ сначала, что т не равно п. Тогда на безконечной 
прямой, проходящей черезъ Аи В (черт. 209), можно найти двЪ точки 
принадлежация искомому геометрическому мЪсту (225). Пусть это 
будутъ точки Си С, т.-е. 

СА: СВ=т: пи СА: С,В=т: п. 
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Предположимъ теперь, что существуетъ еше какая-нибудь точка М, 


не лежашая на прямой АВ и удовлетворяющая пропорши: 
МА: МВ=т : п. 


Проведя СМ и МС,, мы должны заключить (297), что первая изъ 
этихъ прямыхъ есть биссектрисса угла А МВ, а вторая—биссектрисса, 
угла ВММ; вол дств!е этого уголь СМС,, составленный изъ двухъ 

-  половинъьъ смеж- 
ныхъ угловъ, долженъ быть 
прямой, а потому вершина 
его- М лежитъ на окруж- 
ности, описанной на СС), 
какъ на д1аметрЪ. Такимъ 
образомъ, мы доказали, что 
всякая точка М, принадле- 
жащшая искомому геометри- 
ческому месту, лежитъ на 
окружности СС.. Теперь 
докажемъ обратное пред- 
ложене, т.-е., что всякая 
точка этой окружности принадлежитъ геэметрическому мъсту. 

Пусть М есть произвольная точка этой окружности. Требуется 
доказать, что МА: МВ=т : п. Проведя нерезъ В прямую ОРЕ| АМ, 
Оудемъ имЪть слфдуюция пропорши: 


Черт. 209. 


МА: ВО=сС.:А: сВ= т: п; (1) 
о: МА: ВЕ= СА: СВ=т : п. (2) 
Откуда ВО=ВЕ, 


т.-е. точка В есть середина прямой ОЕ. Такъ какъ уголь СМС, впи- 
санный и опирается на д1аметръ, то онъ прямой; поэтому АБРМЕ 
прямоугольный. ВелЪдств16 этого, если середину В гипотенузы ДЕ 
примемъ за пентръ и опишемъ окружность, то эта окружность пройдетъ 
черезь М;`значить, Вр= МВ. Подставивъ теперь въ пролорш!ю (1) 
на мЪсто ВО равную ей прямую МВ, будемъ имЪть: 
МА: М Вт : п. 

Когда т =п, разсматриваемое геометрическое мЪсто, очевидно, обра- 
`ается въ прямую, периендикулярную къ отрфзку АВ въего середин%. 

ЗамЪчан{е. Окружность, о которой говорится въ этой теоремъ, 
извзстна подъ назван!емъ Аполлошевой окружности (Аполлон! й— 
.гречесвый геометръ, жившЙ за 2 вЪка до Р. Хр.). 


— ыы ——ы > 
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ГЛАВА У. 


Числовыя зависимости между элементами теуголь- 
Ника и нъкоторыхь другихь фигуръ. 


229. Теорема. Въ прямоугольномъ треугольник перпендику- 
ляръ, опущенный изъ вершины прямого угла на гилотенузу, 
есть средняя пропорц!ональная между отрЪзками гипотенузы, 
а каждый катетъ есть средняя пропорц!ональная между гипо- 
тенузой и прилежащимъ къ этому катету отрЪзкомъ. 

Пусть АЛ (черт. 210) ‘есть перпендикуляръ, опущенный изъ 
вершины прямого угла А на гипотенузу ВС. Требуется доказать 
сл$дуюция три пропорщи: 

Вр АР, ВС АВ’ ВС АС 
Ар 20'°` Ав В}, да 06 


Первую пропоршю мы до- 
кажемъ изъ подобля тр-ковъ 
АБС и АПС, у которыхь А, 
общая сторона. Эти тр-ки по- 
добны, потому что острые углы, 
обозначенные на чертежЪ однё- В= 
ми и т$ми же цыфрами, равны 
вслфдетв1е перпендикулярности 
ихъ сторонъ (86, 87). Возьмемъ вь ЛАВЛ т*% стороны ВЛ и АО, 
которыя составляютъ первое отношене доказываемой пропорщи; 
сходственными сторонами въ ААШС будуть АР и ГС; поэтому: 

Вр: Ар=Ар: ОС. 

Вторую пропоршю докажемъ изъ подоб1я тр-ковьъ АВС и 
АВФХ, у которыхь АВ общая сторона. Эти тр-ки подобны, потому 
что они прямоугольные, и острый уголь В у нихь общй. Въ 
ЛАВС возьмемъ т стороны ВС и АВ, которыя составляють 
первое отношен1е доказываемой пропорции; сходетвеннымй сто- 
ронами вь ЛАВР будуть АВ и ВП: поэтому: 

ВС : АВ=АВ: ВБ. 

Третью пропорщю докажемъ изъ подоб1я лр-КовЪ ` АВ@ и АРС 
у которыхь АС общая сторона. Эти тр-ки подобны, потому что 
“они оба прямоугольные и имють общ острый уголъ С. Въ 


Черт. 210. 
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ДАВС возьмемъ стороны ВС и АС; сходственными сторонами 
_ВЪ ААС будуть АС и ПОС; поэтому: 
`` ВС: АС=АС ; ОС. 

280. Слъдетве. Пусть А (черт. 211) есть произвольная 
точка окружности, описанной на д1аметр$ ВС. Соединивъ концы 
` | д1аметра съ этою точкою, мы по- 
° лучимъ прямоугольный тр-къ АВС, 

у котораго гипотенуза есть д1а- 

метръ, а катеты суть хорды. При- 

мъняя доказанную выше теорему къ 
этому треугольнику, приходимъ 
Черт. 211. къ сл$дующему заключеню: 

Перпендикуляръ, опущенный изъ какой-либо точки окружности 
на дгаметръ, есть средняя пропорцональная между отрЪзками 
дгаметра, а хорда, соединяющая эту точку съ концомъ дгаметра, 
есть средняя пропорщональная между д’аметромъ и прилежа- 
щимъ къ хордЪ отрфзкомъ его. 

231. Задача. Построить среднюю пропорц! о- 
нальную между двумя конечными прямыми 
аи 6. 

—. редыдущее ‘слФдетве позволяеть рёшить эту задачу двоя- 
кимъ путемъ. | 

г. На произвольной прямой (черт. 212) откладываемъ 

части АВ=а и ВС=Ь; на 
АС, какъ на д1аметр®, описы- 
ваемъ полуокружность; изъ В 
возставляемь до пересвченя 
съ окружностью перпендику- 
ляръ ВП. Этотъ перпендику- 
ляръ и есть искомая средняя про- 
порц!ональная между АВи БС. 

. На произвольной прямой (черт. 213) откладываемъ отъ 
1 —_ о Точки А части а и 6. На большей изъ 
| этихъ частей описываемъ полуокруж- 
ность. Проведя изъ конца меньшей 
части перпендикуляръ къ АВ до 
В перес$чен1я его съ окружностью въ 
Черт, 218. точкВ О, соединяемъь А съ О. Хорда 
АР есть средняя пропорцональная между аи 65. 


Черт. 212. 


"-`-„-— 
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282. Теорема. Если стороны прямоугольнаго треугольника 
‚измфрены одною единицею, то квадратъ числа, выражающаго 
гипотенузу, равенъ суммЪ квадратовъ чиселъ, выражающихъ 
катеты. 
Пусть АВС (черт.214) 
есть прямоугольный тре- 
угольникь и АД пер- 
пендикуляръ, опущен- 
ный на гипотенузу изъ 
вершины прямого угла. 
Тогда, какъ было дока- В 
зано (229), | 
ВС : АВ=АВ.: ВП 
и ВС: АС=АС: ОС. | 
Когда стороны даннаго треугольника и отрзки гипотенузы 
выражены числами, то мы можемъ примЁнить къ этимъ 
пропорщямъ свойство числовыхьъ пропорщй, по кото- 
рому произведене среднихъ членовъ равно произведен!1ю край- 
НИХЪ: 


в › 


Черт. 214. 


АВ*=ВС. ВП и АС?*=ВО. ОС. 


Сложивъ эти два, равенства, получимъ то, что требовалось 
доказать: | | К 
АВ АС*=ВС(ВО-+ВО)=ВС . ВС=ВС?. 


Эту теорему обыкновенно выражають сокращенно такъ: 
НКвадратъ гипотенузы равенъ суммЪ квадратовъ катетовъ. 
ПримЪръ. Положимъ, что катеты, изм$ренные какою-нибудь 
линейною единицею, выражаются числами 3 и 4: тогда гипоте- 
‚ Нуза въ той же единиц* выразится числомъ х, удовлетв‹ ряющимъ 
уравнен1ю: х*=32--4*=9--16=25; ‘откуда: х=У 95=5 *).. 
233. Численныя прим$нен1я. Пустьа.®, сов. в’ис’ 
(черт. 214) будутъ числа, выражаюпия въ одной и той же еди- 
ниц$ стороны, высоту и отр$зки гипотенузы прямоугольнаго 
тр-ка АВС. На основан предыдущихъ теоремъ мы можемъ 
вывести сл$дующия 5 уравнен!й, связываюпия эти 6 чиселъ: 
с—ас’; 6?—ар”; В =Ь'с’: В’ = 92 --с2==а?.. 


—ы. 


_ *) См. ниже $ 323 о «Пиеагоровыхъ» треугольникахъ. 
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Изъ этихъ уравнен!й только первыя. четыре самостоятельны, 
‚а послзднее составляеть елдств!е двухъ первыхъ; велдетв1е 
„этого уравнен1я позволяють по даннымъ двумъ изъ шести-чиселъ 
находить остальныя четыре. 

Для примФра положимъ, что намъ даны отрЪзки гипотенузы: 
Ь’—5 метрамъ и с’=7 метр.: тогда: 


а=$'--0’=12; с=У ас'=У12 .1=У 84= =9,165.. 
Б=И а’ =У 12. 5=И 60=7,145.. 


в=И В’е'—=ИБ — И ЗЕ —5 916... 


. 984. Слъдетве. Квадраты - катетовъ относятся. . между 
собою, какъ прилежащуе отрЪзки гипотенузы. ДЪйствительно, 
изъ уравненй прелыдущаго параграфа находимъ; 


: 92=ас’: а’ =’ 1. 


285. замзчане. Вь посябунищихь теоремахъ мы ‘будемъ 
| сокращенно говорить: «квадратъь стороны» вмЪсто: квад р.а т Ь 
числа, выражающаго сторону, или «произве- 
ден1е прямыхъ>? вмЁсто: произведен1е чиселъ ‚,вы- 
‘‚ражающихъ прямыя. При этомъ будемъ подразум$- 
вать, что прямыя изм рены одною и тою же единицею.. — 

236. Теорема. Во всякомъ треугольникБ квадратъ сто- 
роны, лежащей противъ остраго угла, равенъ ‘суммЪ квадратовъ 
двухъ другихъ сторонъ безъ удвоеннаго произведеня какой-ни- 
будь изъ этихъ сторонъ на отр$зокъ ея отъ вершины остраго 
`угла до высоты. . 


Пусть ВС. есть ‘сторона тр-ка АВС (черт. 915 или 216), лежа- 
щая противъ остраго. угла А, и ВО высота, опущенная на какую- 
либо изъ остальныхъ сторонъ, напр., на АС (или на продолжен1е 
АС). Требуется доказать, что __ -- 


_ ВОЕ-АВУАСЕ-АС . ‚АР. 


Изъ прямоугольнаго тр-ка ВПС: выводим: | 
ВС*=В1*-- ОС? ИЕ 
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- Опредёлимъ каждый изъ квадратовъ ВО? и 0С?. Изъ прямо- 
угольнаго тр-ка ВАР находимъ величину ВР", ‚а, именно: 


ВО-АВА-Ар. С’ [2] 
В. 


Черт. 215. И Черт. 216. 


4. ` 


Съ другой стороны: Иб=АС—АЛ (черт. 215) или ОС=АР—АС 
(черт. 216). Въ обоихъ случаяхъ для ОС? получимъ одно и то же 
выражение: 


РСА АР АО®—ЭАС АР--АБ? \. в. 
рС*—(АР—Аб)= =АЛ*—?АО. АСТА” 


"Тенерь равенство [2] можно перепивать такъ: 


ВС*=АВ"—А0*4+-40*—340. Ар+А®. 


Это” равенство. посл уничтожения . подчеркнутыхъ членовъ 
—40” и АБ”, и есть то самое, › которое требовалось доказать. 


‚Заифчане: Терем эта остается в®рною и тогда, когда“ 
уголъ ‘0 прямой; тогда’ отрзокь СГ обратится въ ‘нуль, т.-е. 
АС сдЪлавтся равною АО, и мы будемъ имть: - 


ВС? —48*+40\—2АС* —=АВ*—АС®, 


что согласуется. съ тооремою 0 пвадрат% гипотенузы (232). 
237 Теорема. Въ тупоугольномъ треугольникЪ «вадратъ 
стороны, лежащей: противъ тупого угла, равенъ суммЪ- квадра- 
товЪ двухъ другихъ сторонъ, сложенной съ удвоеннымъ произ- 
веденемъ какой-нибудь- изъ этихъ сторонъ’ на отрфзокъ ея 
продолженя отъ вершины тупого угла до высоты. . 
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- Пусть-АВ есть сторона тр-ка АВС (черт. 217), лежащая про- 

тивъ тупого угла, С и ВГ—высота, опущенная на какую-либо 

изъ остальныхь сторонъ; требуется доказать. что 
АВ*=АС?--ВС*-+-3АС. СГ. 


В Изъ прямоугольныхъ тр-ковъ АВР 
и СВШ выводимъ: 

АБВ*=ВП?-- АП?; [1] 

ВО*=В0—С р». [2] 


Но 40*=(АС-+СТ)?= 
=АС*--2АС. СО+Ор?. [3] 
р А Замфнивъ въ равенств® [1] ВП? 
Черт. 217. и 40? ихъ выраженями изъ ра- 
венствъ [2] и [3], найдемъ: 
АВ*=ВС*—С1?-- АС" АС. СОС». 


Такъ какъ подчеркнутые члены-—С'.? и + СЛ? взаимно уничто- 
жаются, то это равенство и есть то, которое требовалось доказать. 


238. СлЪдетве. Изь трехь послднихъ теоремъ вы!о- 
димъ, что квадратъ стороны треугольника равенъ, меньше или 
больше суммы квадратовъ другихь сторонъ, смотря по тому, 
будеть ли противолежащий уголь прямой, острый или тупой; 
отсюда слЗдуетъ обратное предложение (51): 


`Уголъ треугольника окажется прямымъ, 
острымъ или тупымъ, смотря по тому, бу- 
детъ ли квадратъ противолежащей сто- 
роны равенфт, меньше или больше суммы 
квадратовъ другихъ сторонъ. 


ПримЪръ. Стороны тр-ка равны: 


1) 5, 3, 4. Такъ какъ 5*=32--4? то уголь, лежац!й противъ 
стороны 5, прямой. 
2). 8, 4, 7. Такъ какъ 82<4?--72, то уголь, лежапий противъ. 
стороны 8, острый. 
3) 8, 4, 5. Такъ какъ 82>4?--52, то утолъ, лежаший противъ. 
стороны 8, тупой. 
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239. Теорема. бумма квадратовъ д!агоналей параллело-. 
грамма равна суммЪ квадратовъ его сторонъ. 

Изь верминъ В и С (черт. 218) 
параллелотрамма  АВСПШ опу- 
стимъ на основане АЛ перпен- 
дикуляры ВЕ и СЕ. Тогда изъ 
тр-ковь АВР и АСР находимъ: , 

Вр=АВ?--АГ?—2АШ. АЕ; А 9 Е 

Аб*=АО?-+-С?--3АШ . ОЕ. 


Черт. 218. 


Прямоутольные тр-ки АВЕ и ПСЕ равны, такъ какъ они 
‚имЗють по равной гипотенуз$ и равному острому углу; поэтому 
АЕ=ОЕ. ЗамЪтивъ это, сложимъ два выведенныя выше равен- 
ства; тогда подчерхнутые члены взаимно уничтожатся; и мы 
ПОЛУЧИМЪ: 

ВО?-- А(*=АВ*- АО*+АО?*--С*=АВ?- АП?-- 
ВС*-+СП?. 


240. Вычисление высотъ треугольника по его 
сторонам. Если вкриины тр-ка обозначены большими бук- 
вами А, В и С, то численныя величины сторонъ этого тр-ка. 
обыкновенно обозначаютъ соотв$тственными малыми буквами 
а, Би с, причемъ буквою а обозначаютъ ту сторону, которая 
лежить противь угла А, буквою $—ту сторону, которая лежитъ 
противь угла Б, ит. д. Численную величину высоты тр-ка обык- . 
новенно обозначаютъ буквою й (первая буква французскаго 


9 


В ар [| 
Черт. 219. Черт. 220. 


слова пВацбепг—высота), сопровождаемою (внизу) одною 
изъ малыхъ буквъ: а, Би с. Такъ, высота, опущенная на сторону 
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а: обозначаетея й,, высота, опущенная на сторону 6, обозна- 
чается Й,, ИТ. д. | 
Опредзлимъ й, (черт. 219 и 220) въ зависимости оть сторонъ 
тр-ка. ОбознаЧимъ отрЪзки стороны а (продолженной въ случаЪ 
тупого угла С, черт. 220) такимъ образомъ: отр$зокъ ВО, при- 
лежапий къ сторонЪ с, черезъ с’, а отр%зокь ОС, прилежаций 
кь сторон 6, черезъ 5’. Пользуясь теоремою о квадрат стороны 
тр-ка, лежащей противъ`остраго угла (236), можемъ. написать: 


6—2 с—— ас’. 
Изъ этого уравнен1я находимъ отр№зокъ с’: 
а? с о 
°- 2а 


_Цосл$ этого изъ тр-ка АВО опред$ляемъ высоту, какъ катетъ: 
= ое | 
.. 2 а — —. 
Такимъ же путемъ можно опредфлить въ зависимости отъ 
сторонъ тр-ка численныя величины й, и й, высотъ, опущенныхь 
На, стороны В и'с. 
241. Вычислен!е мед!анъ треугольника по его 
сторонамъ. Численная величина мед1аны тр-ка обыкновенно 
обозначается буквою т (начальной бук- 
вой слова шетапт е—средняя), со- 
. провождаемою (внизу) одною изъ ма- 
ленькихъ буквъ а, фи с вь зависимостн 
`отъ. стороны тр-ка, къ которой прове-- 
дена обозначаемая медлана. Опред$лимъ 
величину т, медланы, проведенной къ 
сторон а (черт. 221). Для этого про- 


\. / / ДОЛЖИМЪ медлану на разстоян1е ДЕ=Ар 
д) „ и соединимъ точку Е прямыми съ Ви С. 
‘у, о Тогда мы получимь параллелограммъ 
Е . АВЕС (101). ПримЪнивъ къ нему теорему 
<. ^^” 0 сумм квадратовъ длагоналей (239), 

Черт. 221. - получимъ: | 


а? (Эт) — 22-207; откуда: 4т 52—25 26?— а? 


=. *) Ниже, въ $ 813, будетъ дана боле простая формула для высоты. 
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1 
и, сл%д.: ть—5 У 262 --2с*— а”. 


Подобнымъ же образомъ можемъ найти величины т, и т, 
медланьъ, проведенныхъ къ сторонамъ 6 и с. 

242. Теорема Птоломея.*) Произведене д!агоналей 
вписаннаго выпуклаго четыреугольника равно сумм произведе- 
ый противоположныхъ сторонъ его. 

Пусть АС и ВП суть дагонали вписаннаго выпуклаго четыре- 
угольника (черт. 292); требуется доказать, что 

АС. ВЬ=АВ . СО-ВС . АБ, 
гдф подъ обозначенями АС, ВЛ и пр. разум$ются числа, 
изм$ряющия д1агонали и стороны въ одной и той же линейной 


|\ (< \ р 
хи 


(А уу 
> С 


Черт. 222. | Черт. 2228. 

Построимъ уголь ВАЁЕ, равный углу ПАС (меньшему изъ 
двухьъ угяовъ, на которые уголь А дЪлится Лагональю 40); 
пусть Е будеть точка пересЪчен1я стороны этого угла съ даго- 
налью ВР. Тр-ки АВЕ и АПС (покрытые на чертеж штрихами) 
подобны, такъ какъ у нихъ углы Ви С равны, какъ вписанные, 
опирающеся на одну и ту же дугу АО, а углы при общей вер- 
шин$ А равны по построеню. Изъ подоб1я этихъ тр-ковъ выво- 
ДИМЪ: 


© 


АВ: АС=ВЕ ; СБ; откуда: Аб. ВЕ=АВ . СФ. 


Разсмотримъ теперь другую пару тр-ковъ, а именно: АВС и 
АЕШ (тр-ки эти на черт. 228,а покрыты штрихами). Они подобны, 


*) Клавд!Й Птоломей извЪетный астрономъ, живиий 
‚въ Александр1и во 2-мъ вЪкЪ по Р. Хр. 


А. Киселевъ. Геометр!я. 12 
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такъ какъ у нихъ углы ВАС и РАЕ равны, какь суммы соот- 
вЪтетвенно равныхъ угловъ, а углы АСВ и АШБ равны, какъ 
вписанные, опираюпеся на одну и ту же дугу АВ. Изь ихъ 
подоб1я слБдуетъ: 
ВС : Ер=АСс : АБ; откуда АС. Е,-=ВС . АО. 
Сложивъ полученныя два равенства, находимъ: 
АС(ВЕ-ЕПГ)=АВ . СО-+ВС -АО, 
т.-е. | АС. ВО)=АВ . СО-ВС . АГ. 
ЗамВчаве. Подобнымъ же сбразомъ можно было бы до- 
казать, что если выпуклый четыреугольникъ не вписанный, 
то въ немъ произведен1е д1агоналей меньше суммы произве- 
ден!й противоположныхь сторонъ; поэтому теорема,’ обратная 
Птоломеевой, вЪрна. 
243. Задача. По даннымъ рад1усу Видвумъ 
хордамъ аи окружности вычистить длину 
третьей хорды, которая стягиваеть дугу, 


равную: 1°, суммЪ дугъ  стягиваемыхъ 
хордами аи 6$, 9°, разности этихъ дугъ. 
№. 1°. Пусть хорда а (черт. 293) стя- 


гиваеть дугу ММ, а хорда Б—дугу 
МР; требуется вычислить хорду 
МР = т, которая стягиваеть дугу 
ММР, равную сумм дугь ММ 
и М№Р.— Проведя черезъ точку №, въ 
которой сходятся данныя хорды 
аи В, даметрь №, соединимъ © 
0 прямыми съ точками М и Р. Тогда 
‚ мы получимъ вписанный четыре- 
Черт. 228. угольникъ, у котораго д1агоналями 
служатъ: МР=х и №= 28. Тр-ки ОММ и ОМР прямоуголь- ' 
ные, первый при вершин М; второй—при вершин Р (173); 
поэтому: 


м9=У мо —м\№ Или»: 
_ РО=У М№0—МР?=У 4—2. 
Примнивъ теперь теорему Птоломея, получииь уравнение: 
а. 28 . з=аУ 48—52 ЪУ 4В?— а? . 
изъ ь котораго найдемъ х (разд$ливъ обЪ части уравненя на 28). 


— 179 — 


2°. Пусть хорда а (черт. 224) стягиваетъь дугу ММ, а хорда 
‘дугу МР; требуется вычислить хорду МР==х, которая стя- 
гиваетъ дугу, равную разности дугь ММ и МР. 


Проведя снова черезь точку М, 
въ которой сходятся 2 данныя хор- 
ды, даметрь МО и соединивь © 
съ М и Р, получимъь вписанный 
четыреугольникъ. Изъ прямоуголь- 
ныхъ тр-ковъь ОММ и ОРМ находимъ: 


М9=У МОМ -У ча, 
иР 9=У М№0=Р№ЕИ 4 В. Черт. 224. 
ПримЪнивъ теорему Птоломея, получимъ уравнен!е: 

а 4В*— = 2 Вени 4 В*—а?, 
изъ котораго опредЗлимъ т. 


Зам чан!е. Задачу эту можно высказать и такъ: по 
двумъ даннымъ сторонамъ а и 6 треуголь- 
ника и рад1усу В описанной около него 
окружности вычислить третью сторону 
этого треугольника. Задача эта вообще имЗеть 
9 рёшен1я, потому что прямыя а и $ могутъ быть отложены или 
по разныя стороны отъ д1аметра № (черт. 223), или по одну и ту 
же сторону отъ него (черт. 224). Если большая изъ двухь данныхъ 
сторонъ равна 2В, то получается одно р$шен]е, а если эта, сто- 


рона превосходить 28, то задача невозможна. 

244. Теорема. Отношене д!агоналей вписаннаго выпуклаго четыре- 
угольника равно отношению суммы произведенй сторонъ, сходящихся въ кон- 
цахъ первой д!агонали, въ суммБ произведенй стеронъ, сходящихся въ кон- 
цахъ второй д!агонали. 


Обозначимъ численныя величины сторонъ 
вписаннаго выпуклаго четыреугольника АВС 
(черт. 225) буквами а, $9, сифи его даго- 
налей буквами х у. Докажемъ, что 


_х _ аа 66 
у ава 


Тр-ки АРВ и РОС (покрытые штрихами) по-. 
добны, такъ какъ углы одного соотвЪтственно Черт. 295. 


12* 
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равны угламъ другого; по той же причин подобны и тр-ки АРЕ 
и РВС. Изъ ихъ подоб!я выводимъ: 


а _ АР ВЕ. 
с РР СЕ [1] 
а _ БЕ _ АЕ о 
5 СЕ ВЕ [2] 
Изъ этихъ пропорй находимъ: 
. АР РЕ. рр. СЕ. 
а а 
Откуда: АР=-— (-- СР) =. СЕ 
аа аа 
и, слЪд.: Х= АС = АРСЕ=-. СЕ-СЕ= 1 СЕ. 
т.е. — 244-06 Ср, [3] 
| 


Пользуясь тёми же равонотвами [1] и [2], получимь: 


у-ВЬ=ВР+ ОР =. СР ‚ СЕ (-* +-— 5). СР 
аб -- са. 
т.-е. ===. СЕ. [3] 


РаздВливЪъ равенство [3] на [1], получимъ ту пропорШю, которую 
требовалось доказать ($6 и СЁ сократятся). 

245. Вычислен!е д1агоналей вписаннаго четыреуголь- 
ника по его сторонамъ. ‘Пользуясь теоремой Птоломея и 
теоремой объ отношен]и д!агоналей вписаннаго четыреугольника, мы 
легко можемъ вычислить отдЪльно каждую его д1агоналъ, если из- 
5Ъотны всв стороны, Такъ, для чертежа 225-го мы будемъ имЪть: 
х аа бе 


ху=ас-+6а; | 9 аб теа- 


Если эти 2 равенства почленно перемножимъ и затЪмъ почленно 
разд$лимъ, то получимъ (по извлечен]:и квадратнаго корня): 


„= Чиа +5, и (ае-- а) (46 + ей) 
са ва+%е 


ЗамфтимЪ для памяти, что въ числител подкоренной величины 
первый множитель есть сумма произведен!й противоположныхъ сто- 
ронъ, а второй—сумма произведен!й сторонъ, сходящихся въ концахъ 
опред ляемой д!агонали, знаменатель же предста- 
вляетъ сумму произведен!й сторонъ, сходящихся въ кониахъ дру- 
гой д1агонали *). 


*) Въ предыдушихъ издан1яхъ этой книги (до 21-го) для вычислен1я 
д1агоналей вписаннаго четыреугольника указывался (въ 8 214) иной 
способъ, независимый отъ теоремы Птоломея и отъ теоремы объ отноше- 
н1и Дагоналей, при чемъ эти двЪ теоремы разсматривались, какъ прЭ- 
стыя слЪдетв!я изъ формулъ, опредБляюшихъ д1агонали. Въ перерабо- 
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246. Теорема. Если черезъ точку, взятую внутри круга, 
проведены какая-нибудь хорда и д!амётръ, то произведен!е от- 
рЪзковъ хорды равно произведеню отрЪЬзковъ дгаметра. 

Пусть черезь точку М (черт. 226) 
проведена какая-нибудь хорда АВ и 
дламетръ СО; требуется доказать, что 


МА. МВ=МС . МГ. 


Проведя 2 вспомогательныя хор- 
ды АС и ВО, мы получимъ два тр- 
ка АМС и МВГ (покрытые на чер- 
тежз штрихами), которые подобны, 
такъ какъ у нихь углы А и О равны, 
какъ вписанные, опираюпиеся на .. 
одну и ту же духу ВС, и углы Си В равны какъ вписанные, 
опираюпщцеся на одну и ту же дугу АР. Изъ подоб1я ихъ вы- 
вОДИМЪ: 

МА : МР=МС : МВ; откуда: МА. МВ=МС . МО. 


247. Слдетве. Если черезъ точку (М, 
черт. 296), взятую внутри круга, проведены 
нФоколько хордъ (АВ, ЕЕ, КГ...), то произве- 
ден} е отр $ зковъ каждой хорды есть число 
постоянное. для всЪхъ этихь хордъ, такъ какъ 
длЯ цаждой хорды это произведене равно произведен1ю отр%з- 
ковъ Д1аметра СЛ, проходящаго черезъ взятую точку М. 

9°.. Эхо постоянное число равно квадрату рад1уса, 
уменцьшенному на квадратъ разстоянуя 
ВЗЯТОЙ точки оть центра. | 

Дффетвительно, обозначивь рад!усь круга черезь В и раз- 
стоян10 МО (черт. 226) черезъ 4, будемъ имЪть: 

МС=Е—а, Мр=в-д: | 
сл$д.: МА. МВ=МС. Мр=(В—а(В--д)=В—4?. 


Черт. 226. 


танномъ 21-мъ изданйи (и въ слздуюшихъ) въ числ многихъ другихъ 
измзнен]й, мы сочли полезнымъ изложить классическое доказательство 
теоремы Птоломея, имфюшей весьма большое самостоятельное зна- 
‚ чен!е; но тогда вычислене Д1агоналей всего удобиЪь основывать, 
какъ это сдЪлано въ текст, на теорем Птоломея и тебремЪ. $ 244. 
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248. Теорема. Если изъ точки, взятой внЪ круга, прове- 
дены къ нему какая-нибудь сЪкущая и касательная, то произве- 
ден!е сЪкущей на ея вн-шнюю часть равно квадрату касатель- 
ной (предполагается, что сЪкущая ограничена второю точкою 
перес$чен1я, а касательная—точкою касан1я). 


Пусть изъ_.точки М (черт. 227), проведены какая-нибудь с\- 
кущая МА и касательная МС; требуется доказать, что 


Мучкаааеееее а МА. МВ=МС°. 


5.  Проведемь вспомогательныя 
`хорды АС и ВС; тогда полу- 
чимъ два тр-ка МАС и МВС 
(покрытые на чертежЪ штриха: 
ми), которые подобны, потому 
что у нихь уголь М общий, и 
углы МСВ и САВ равны, такъ 
какъ каждый изъ нихь измфряется половиною дуги. ВС (118, 
171). Возьмемъ въ Л МАС стороны МА и МС; сходственными 
сторонами въ Д МВС будуть МС и МВ; поэтому 


Черт. 227. 


—_ МА : МС=МС : МБ. о 
Откуда: МА. МВ=МС*. я 


249. СлЪдетв{е. 1°. Если изъ точки (М. Черт. 297), 
взятой вн% круга, проведены къ нему нф- 
сколько сфкущихъ (МА, МФ, МЕ...), то произ- 
веден1е каждой сзЗкущей на ея вБЯШнюю 
часть есть число постоянное для вс хт 
этихъ с$кущихъ, такь какъ для каждой сЪкущей это 
произведен1е равно квадрату касательной (МС?), проведенной 
черезъ точку М. 


Это постоянное число равно квадрату раз- 
стоян{ я взятой точки отъ центра, умень- 
шенному на квадратъ рад1уса. 
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ДЪйствительно, проведя радусъ `ОС, получимъ прямоуголь- 
ный треугольникъ МСО, изъ котораго находимъ: 


МС*=МоО?—С0*=42—В?. 
250. Теорема. Произведен!е двухъ сторонъ треугольника 


равно произведеню д!аметра круга, описаннаго около этого тре-_ 
угольника, на высоту его, опущенную на третью сторону: 


[я 


Черт. 228. . Черт. 229. 


— 


Обозначивъ буквою В радпусъ круга, бписаннаго около тр-ка, 
АВС (черт. 228 и 229), докажемъ, что 


) 
66е=28 . №. 


Проведемъ дламетръь АД и соединимъ Д съ В. Тр-ки АВР и 
АЕС подобны, потому что углы Ви Е прямые и О=С, какъ углы 
‚ вписанные, опирающиеся на одну и ту же дугу. Изъ подоб!я 

ВЫВОДИМЪ: о 


с: и =28В : 6; откуда: 5е=28 . В.. 


251. Теорема. Произведене „двухъ. сторонъ треугольника равно ‘квад- 
рату биссектрисы ` угла, заключеннаго между этими ` сторонами, ‘сложенному 
съ произведенемъ отрфзковъ третьей стороны. . . . 


Обозначивъ биссектриссу АД ‘угла А (черт. 230) греческою ‘бук- 
вою а, докажемъ, что %е=а--Вр. 00. Продолжимъ АД до пере- 
съчен1я съ окружностью въ точкВ Ё (эта точка лежитъ въ серединВ 
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дуги ВС, такъ какъ углы ВАЕи ЕАС. равны). Тр-ки АВЕ и АШС 
подобны, потому что углы при точкЪ А 
равны по условпо и С=Е, какъ углы впи- 
санные, опираюцпеся на одну и ту же дугу. 
Изъ подоб1я ихъ слЪдуетъ: 


с:а=АЁЕ: 6, откуда фе=а. АЕ 

или фе=а(а-- ОЕ) =а?-1а. ОЕ. 

Нов. РЕ=Вр. ОС (241, 1°). 
Поэтому $е=а*+- Вр. 0. [2] 


Черт. 230. 


352. Вычислен1е биссектриссоъ треугольника по его 
сторонам. Изъ равенства [2] предыдущаго параграфа выводимъ: 
в} —=06— ВО. ОС. 
Отрззки ВВи ОС можно найти изъ пропорши ВО: Об=е:Ь (226); 
откуда: _ 


В+ рб _Ъ+е В+ 6+6 
ВБ с и 6%’ 
Замфтивъ, что ВО--ОС-==а, получимъ: 
ас . 46 
=, 2б=у-.,. 


26 |7. ] 
(6-е)? (Бе): 


ре 

=——— | (6-е В--с-—а)|. 

ее Не-а) ] 

Это выражен!е можно упростить, если обозначимъ периметръ тр-ка, 
т.-е. а--6-{-с, черезъ 227; тогда 6--с—а = р—За=2(р—а) и 

о р 

“рей верф—а). 


| ГЛАВА У! _ 
 еняте о приложении алгебры къ геометрии, 


253- Задача. Данный отр$зокъ прямой раз- 
дЗлитьвъ среднемъи крайнемъотношенти. 
Эту задачу надо понимать такъ: разд лить данный отр$зокъ 
прямой иа таюя двВ части, чтобы большая изъ нихъ была сред- 
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нею пропорц1ональною между всЪмъ отрЪзкомъ и меньшею ея 
частью. 

Задача будетъь р$шена, если мы найдемъ одну изъ двухь ча- 
стей, на которыя требуется разд$лить данный отрЪзокъ. Будемъ 
находить большую часть, т.-е. ту, которая должна быть сред- 
нею пропорц1ональною между всей лишей и мень- 
шею ея частью. Нредполозжимъ сначала, что рЪчь идетъ не о по- 
строен1и этой части, а только объ ея вычислении. Тогда 
задача р»шается алгебраически  такъ: если число, 
изм5ряющее въ какой-нибудь единиц длину даннаго отрЪзка, 
обозначимъ а, а число, измВряющее въ той же единиц длину 
большей его части, х, то число, изм5ряющее длину другой части, 
выразится а—х, и, согласно требован1ю задачи, мы будемъ имЪть 


пропоршю: 


а: =: (а—<); о 
откуда: х2=а(а—х) 
или х-Рах—а?=0. 


’РЪшивъ это квадратное уравнен1е, находимъ: 


--НИ 0 - РИ“ 


Отбросивъ второе р$5шене, какъ отрицательное *), возьмемъ 
только первое положительное р$шен1е, которое удобнЪе пред- 


ставить такъ: 
2 
а С. 
1 =— (5) а? —— 
2 2 


Покажемъ прежде всего, что величина, т, меньше а. 


*) Не трудно было бы показать, что абсолютная величина этого 
отрипательнаго рзшен1я даетъ отвЪтъ на изм$ненную задачу: дан- 
ную прямую а продолжить на столько (на %, 
чтобы продолжен:!е было средней пропори!о- 
нальной между а иа+х. Это будетъ тоже дзлене даннаго 
отр3ззка въ среднемъ и крайнемъ отношен!и; оно наз. внфшнимъ 
въ отличЧе оть внутренняго, разсматриваемаго въ текстЪ. 
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а\ 2 а, 2 а\ 2 а, 
Такъ какъ (5) Ча2« (5+2) 5у (@ Ча <Ь--ва; 
2 2 2 2 
отнявъ оть обЪфихь частей этого неравенства по а, найдемъ, 
что 21а. 

Отсюда заключаемъ, что задача всегда возможна и имЪетъ 
только одно р%3шенте. 

Если бы намъ удалось построить такую прямую, кото- 
рой длина численно выражается найденной выше формулой, 
то, нанеся эту длину на данную прямую, мы раздЪ$лили бы ее 
въ среднемъ и крайнемъ отношени. Итакъ, вопросъ сводится 
кь построен1ю найденной формулы. 


2 
. д 
Разсматривая отдфльно выражен!е и 0 --а?, мы замЪ- 


чаемъ, что оно представляетъ собою длину гипотенузы такого 
прямоугольнаго тр-ка, у котораго одинъ катеть равенъ а, а 
другой а/з. Построивъ такой тр-къ, мы найдемъ прямую, вы- 


2 
ражаемую формулой и (5) --а*. Чтобы получить затЪмъ 


длину 21, достаточно изъ гипотенузы построеннаго треугольника 

вычесть а/. 
‚Такимъ образомъ, построен1е можно выполнить такъ: 

дфлимъ (черт. 231) данный отрфзокъ АВ 

пополамъ въ точкЪ С. Изь конца В воз- 

ставляемъ перпендикуляръ ВЛ и отклады- 

\. ваемъ на немъь В)=ВС. Соединивъ 4 съ р 

А с В прямою, получимь прямоугольный тр-кь 

Черт. 281. АБО, у котораго катеть АВ=а, а другой 

катеть ВШО=а/». ОлЪд., его гипотенуза 


а\ * 
АД равна и (5) + а*.Чтобы вычесть изъ гипотвнузы длину в/о, 


опишемъ изъ О), какъ центра, дугу рад1усомь ОВ==а/.. Тогда 


а 
отр$зокь АЕ будеть равенъ и С) а, т.-е. будетъ ра- 


венъ 21. Отложивъ АЕ. на. АВ (оть А до @), получимъ точку (, 
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въ которой отр$зокъ АВ дФлится въ среднемъ и крайнемъ отно- 
шен1и. | 

Зам’чане. Д%лен1е даннаго отрзка прямой въ среднемъ 
и крайнемъ отношении наз. также золотымъ д$ лен1емъ. 

254. Алгебраическ!й способъ р$шеня гео- 
метрическихъ задачъ. Мы р$шили предложенную за- 
дачу путемь приложен1я алгебры къ геометри. 
Этотъ пр1лемъ состоить въ слфдующемъ: сперва опред$ляють, 
какую прямую должно отыскать, чтобы можно было рфшить 
задачу. ЗатЪмъ, обозначивь численныя величины данныхъ 
прямыхъ буквами а, ЬБ, с.... а искомой прямой—буквою т, 
составляють изъ услов1Й задачи и извФетныхъ теоремъ урав- 
нен1е, связывающее искомую прямую съ данными; полученное 
уравнен1е р$5шаютъ по правиламъ алгебры. Найденную формулу 
изсл$ дуютъ, т.-е. опред$ляють, при всякихъ ли зада- 
н1яхъ это формула даеть возможныя р5шеня, или только при 
НЪкоторыхь, и получается ли ‚одно рфшене или нЪеколько. 
Затфмь строятъ формулу, т.-е. находять построенемъ 
такую прямую, которой численная величина выражается этой 
формулой. | | 

Такимъ образомъ, алгебраическай прлемъ рфшен1я геометри- 
ческихъ  задачъь состоитъ въ общемъ изъ слФдующихъь 4-хъ ча- 
стей: 1°, составлен1е уравнентя, 2°, р шен1е 
его, 3°, изсл $ дован1е полученной формулы 
и 4°, построенте ея. 

Иногда задача приводится къ отысканио нФеколькихъ . пря- 
мыхъ лин!й. Тогда, обозначивъ численныя величины ихъ бук- 
_ вами т, у,.... стремятся составить столько уравнен1й, сколько и 
неизв стныхъ. о 

255. ПостроеШе. прост$5йшихъ ФОормулъ. ука. 
жемъ простЪйшя формулы, которыя можно построить посред- 
ствомъ циркуля и линейки; при этомъ будеть предйб тать, 
что буквы а, 6, с... означаютъь величины данныхь конечныхъь 
прямыхъ, а х величину иекомой. Не останавливаясь на такихъ 
формулахь: , 

х=а--ф-1е, х=а—5, х=9а, За..., 
построен1е которыхъ выполняется весьма просто, перейдемъ 
къ болЪе сложнымъ: 
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1° Ф аа 3 
. 0 —-—, —....Ж==- 
рмулы т 93 ия 5 


ствомъ дВленя прямой а на равных части (69,7; 114) и затЪмъ, 
если нужно, повторен1емъ одной части слагаемыхъ 2, 3... Ит. д. 
раза. 


4,... И т. п. строятся посред- 


аф 
2°. Формула х——- представляеть собою четвертую 


пропорц1ональную кь прямымъ с аи. Дйстви- 
тельно, изъ этого равенства выводимъ: 
ст=0а0, откуда с: а=5:х. 


СлЪд., х найдется способомъ, указаннымъ нами (224) для 
построен1я 4-й пропоршональной. 
а2 
3°. Формула х—=, выражаеть четвертую пропорщональную 


къ прямымъ 6, аи а, или какъ говорять, третью пропо р- 
ц?{ ональную кь прямымъ фи а. ДЪйствительно, изъ дан- 
наго равенства выводимъ: | 

| 6%=а?; откуда В: а=а:х. 

Сл$д., х найдется тЪмъ же способомъ, какимь. бтыскивается 
4-я тропорщональная (только прямую а придется откладывать 
два раза) *). 

‚4. Формула х=И а выражает среднюю пропор- 
ц ональную между аи $. ДЪйствительно, изъ нея выво- 
дм: | | 

_ 42-08; откуда а: х=х: 6. 

Са$д., х найдется епособомъ, указаннымъ раньше для по- 

стравуля средней пропорц1ональной (231). 


5*, Формула 2=7 а?--3 выражаеть гипотенуз у прямо- 


узфжинаго тр-ка, у котораго катетье суть а иф. 
. . -- : 


*) Можно также построить х, основываясь на теорем 8 229: отло- 
жимъ В)==а (см. черт. 210); проведемъ ОА| ВР; отложимъ ДА==5; 
соединимъ В съ А прямой; проведемъ АСТАВ. Тогда отрфзокъ ОС 
и будетъ искомая лЛин1я, такъ какьъ Вр: ГА=рА: ОС. Если а< 6, 
то построен!е можно выролнить еше иначе, при помоши полуокруж- 
ности (см. черт. 211), принявъ за дламетръ ВС отрЪзокъ $, а ва хорду ВА 
отр®зокъ &; тогда искомая лин!1я будеть ВО. | 
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6°. Формула х=У а=—? представляеть катетъ прямо- 
угольнаго тр-ка, у котораго гипотенуза есть а, а другой катетъ 6. 
‚ Построен1е всего удобнфе выполнить такъ, какъ указано 
ВЪ $ 174. 

Указанныя формулы можно считать основными. При 
помощи ихь строятся боле сложныя формулы. Напр.: 

афса 

71°. х= ей. 
са аб 
х=— т а И ПоЛоЖимМЪ, ЧТО —=#. Тогда Ё найдемъ, какъ 


Разобъемъ дробь на множителей такъ: 


4-ю пропорщональную къ е, аи 6. Найдя К, будемъ имЪть: 


Ес а [и 
2—=> м Положимъ, что =". Тогда [ найдемъ, какъ 4-ю про- 


поршональную къ линямъ |, Ки с. Найдя Т, будемъ имЪть 


| 
7; слЪд., х есть 4-я пропорщональная къ д, Ги 4.. 


Подобнымъ образомъ строятся также и формулы вида: 


° афс...в1 а” у 
ре. ИИ т 
т.-е. таюя формулы, въ которыхь числитель и знаменатель 
представляють п роизведен1е линейныхь множителей 
(буквъ, означающихъ лини), причемъ числитель содержитъ 
этихъ множителей на одинъ больше, ч$мъ знаменатель. 


ри 


р} 
8°. у: Подведя а подъ знакь радикала, получимъ: 


“ 


Отстода видимъ, что х есть средняя пропорщональная между 
прямыми аи 2/4. 


9°. д=У а? —с2--а?. Положимъ, что а2--5?=[?. Тогда К 
найдется, какъ гипотенуза прямоугольнаго тр-ка, у котораго 
катеты суть аиб. Построивъ Ё, положимъ, что &2--42=—]. Тегда 1 
найдется, какъ гипотенуза прямоугольнаго тр-ка, у котораго 
катеты суть Ки 4. Построивъ 1, будемъ имть: х=У [-—с?. Сл$д., 


х есть катетъ такого тр-ка, у котораго гипотенуза Т, а другой 
катеть с. 
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10. с==а?И а?Ъс. Если положимъ, что фе=?, то найдемъ К, 


какъ среднюю пропорц1ональную между и с. Тогда х=И а? 2. 
найдется, какъ было выше указано въ ь случаяхь 5- -мъ и 6-мъ. 
11°, х=У ай. Положимъ, что 


4 2 
в, м аа, 
а у; отсюда: у=уз 


Изъ этого выражен1я видно, что у найдется посредствомъ 
троекратнаго построен1я 4-й пропроцональной. Построивъ у, 
будемъ имЪть: 


2=У Зум и ИЪу+)= И "ют: 


Выражен1е У Ку) представляеть прямую, которая есть 
средняя пропорцщональная между В и у+Ь. Пусть эта прямая 
будетъ Ё. Тогда х=\ Е; значить, х найдется, какъ средняя 
пропорщональная между фи #. 

Ограничимся этими прим$рами. ЗамЪтимъ, что подробное 
раземотр$н1е способовъ посгроен1я алгебраическихь формулъ 
приводить къ слЗдующему важному выводу: 


помощью линейки и циркуля возможно строить только так!я 
алгебраическия выраженя, которыя или вовсе не содержатъ ра- 
дикаловъ, или же содержатъ только радикалы съ показате- 
лями 2, 4, 8..., т.-е. съ показателями, равными степени 2-хЪ *). 


аььнень, Дмифьь аминь сольвертидьйь мамин оттиииточни, 


УПРАЖНЕНТЯ. 
Доказать теоремы. 


189. Прямая, проведенная черезъ середины основан1й трапеи, 
проходить черезъ точку пересЁЗчен!я непараллельныхъ сторонъ и 


черезъ точку пересЁчен1я д1агоналей, 
ОНИ 3 


*) Напр., нельзя построить выражене 2=И Ваз, т.-е.—другими 
словами—нельзя только помошью циркуля и линейки рЪшить зна- 
менитую съ древнихъ временъ задачу объ удвоен\1и дан- 
наго куба (со стороною а). 

Объ однородности уравнешй, получаемыхъ при ръшени 
геометрическихъ задачъ, а также о построенни корней квад- 
ратнаго уравнен1{я см. ниже, 88 342, 343. 
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189а. Если въ тр-кЗ изъ вершины угла, лежашаго между неравными 
сторонами, проведены биссектрисса и мед1ана, то первая меньше 
второй. 

1895. Прямая, проходяшая черезъ середину основан!я равнобед- 
реннаго тр-ка и ограниченная одною боковою стороною и продолже- 
н1емъ другой боковой стороны, больше основан!я этого тр-ка. 

190. Если два круга касаются извнз, то часть внЪъшней обшей 
касательной, ограниченная точками касан1я, есть средняя пропор- 
ц1ональная между д1аметрами круговъ. 

1904. Доказать, что если А, Ви С суть три послЪдовательныя точки 
прямой и М какая-нибудь точка внЪ прямой, то существуеть соотно- 
шене (теорема Стюарта: 


МА*. ВС-- МС*. АВ МВ. АС=ВОС. АВ.АС 


(ръшается при помощи теоремъ 88 236 и 237). 

1905. При помои этого соотношен1я найти выражен1е для биссек- 
‘триссъ тр-ка въ зависимости отъ его сторонъ (на основанйи 8 226). 

191. Сумма квадратовъ сторонъ треугольника равна утроенной 
сумм квадратовъ разстоян]Й отъ точки пересЪчен!я меданъ до вер- 
шинъ треугольника ($ 289). 

192. Если въ прямоугольный тр-къ АВО вписать квадрать ДЕЁС 
такъ, чтобы сторона СЁ лежала на гипотенузз ВС, то эта сторона 
есть средняя пропори1ональная между отрЪзками гипотенузы ВБи ЕС. 

193. Если двЪ конечныя прямыя АВ и СО пересЪкаются (хотя бы 
и при продолжен!и) въ точкВ Е такъ, что 


ЕВ. ЕА=ЕС . ЕЮ, 


то точки `А, В, Си О лежатъ на одной окружности (эта теорема обратна 
изложеннымъ въ 88 9497 и 249). 

194. Дана окружность О и дв точки А и В внЪ круга. Черезъ 
эти точки проведены нъЪеколько окружностей, перес$ кающихь 
окружность О, или касающихся ея. Доказать, что вс хорды, 
соединяюция точки пересЪчен1я каждой’ изъ этихъ окружно- 
стей съ окружностью О, а также и обция касательныя, сходятся (при 
продолжен!и) въ одной точкЪ, лежашей на продолжен1и прямой АВ. 

195. Основываясь, на этомъ, вывести способъ построен1я такой 
окружности, которая проходитъ черезъ 2 данныя точки Аи Ви ка- 
сается данной окружности 0. 

196. Даны два каме-нибудь круга на плоскости. Если два  раддуса 
этихъ круговъ движутся, оставаясь постоянно параллельными, то 
прямая, проходящая черезъ концы ихъ, пересЪкаетъ лин1ю иентровъ 
всегда въ одной и той же точк3В (эта точка наз. центромъ по- 
добтя двухъ круговъ). 

197. Медлана тр-ка дЪлитъ пополамъ вс прямыя, проведенныя 
внутри тр-ка параллельно той сторонЪ, относительно которой взята 
мед1ана. 
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198. Даны три прямыя, исходяция изъ одной точки. Если по одной 
изъ нихъ движется какая-нибудь точка, то разстоян1я ея отъ двухъ 
другихъ прямыхъ сохраняютъ всегда одно и то же отношен!е. 

199. Если двЪ окружности кониентрическ1я, то сумма квадратовъ 
разстоян1Й всякой точки одной изъ нихъ отъ концовъ какого угодно 
д1аметра другой есть величина постоянная (8 889). 

200. Если изъ трехъ вершинъ тр-ка и изъ точки пересЪчен1я его 
медланъ опустимъ перпендикуляры на какую-нибудь внЪшнюю пря- 
мую, то послфднШ изъ 4-хъ перпендикуляровъ равенъ третьей части 
суммы первыхъ трехъ. , 

201. Нсли соединимъ прямыми основан1я трехъ высотъ какого- 
нибудь тр-ка, то образовавииеся при этомъ 3 тр-ка у вершинъ даннаго 
подобны ему. Вывести отсюда, что для тр-ка, имъюшаго сторонами 
прямыя, соединяюция основан1я высотъ даннаго тр-ка, эти высоты 
служатъ биссектриссами. 

202. ДЛаметрь АВ данной окружности продолженъ за точку В. 
Черезъ какую-нибудь точку С этого продолжен1я проведена неопре- 
дъленная прямая СО | АВ. Если произвольную точку М этого перпен- 
дикуляра соединимъ съ А, то (обозначивъ черезъ А, вторую точку 
пересЪчення съ окружностью этой прямой) произведене АМ. АА, 
есть величина постоянная. | | 


Найти геометрическия м5ста: 


203.—серединъ всзхъ хордъ, проходящшихъ черезъ данную точку 
окружности. 

204.—точекъ, дъляшихъ въ одномъ и томъ же отношени т : п веЪ 
хорды, проходяция черезъ данную точку окружности. | 

205.—точекъ, которыхъ разстоян!я отъ сторонъ даннаго угла 
имЪютъ одно и то же отношене т: и. | 

206.—точекъ, для которыхъ сумма квадратовъ разстоянйй отъ двухь 
данныхъ точекъ есть величина постоянная (8 239). 

207.—точекъ, для которыхь разность квадратовъ разетоянйй отъ 
двухъ данныхъ точекъ есть величина посзоянная. 

208.—точекъ, изъ которыхъ касательныя, проведеннныя къ двумъ 
даннымъ окружностямъ, равны (это геометрическое мЪсто есть прямая, 
перпендикулярная къ линш центровъ; она назыв. радикаль- 
ною осью двухъ круговъ). 

209.—точекъ, двляшихъ въ данномъ отношен!и т ; п всЪ прямыя, 
соединяютитя точки окружности съ данною точкою О (лежащею внЪ 
или внутри круга). 

210. Даны двЪ извнЪ касаюцияся окружности. Черезъ точху 
касан1я А проводятъ въ окружносгяхъ двЪ перпендикулярныя хорды 
АВи АС. Концы ихь Ви С соединяютъ прямой. Найти геометриче- 
ское мЪето точекъ, дЪляшихъ ВС въ данномъ отношенйи т: п. 
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211. Данный уголъ врацгается вокругъ своей вершины. На еторо- 
нахъ его, отъ вершины, откладываютъ перемВнныя длины, но кото- 
рыхъ отношен1е постоянно. Если конецъ одной стороны описываетъ 
данную по положено прямую, то какую лин1ю опишетъ другой 
конецъ? - 


Задачи на построенге. 


212. Черезъ точку, данную внутри или вн угла, провести прямую 
такъ, чтобы части ея, заключенныя между этой точкой и сторонами 
угла, имфли данное отношене т: п. 

213. Найти въ треугольник} такую точку, чтобы перпендикуляры, 
опушенные изъ нея на стороны, находилиеь въ данномъ отношен!и 
т: п:ф (см. упражнене 205). 

214. Построить тр-къ по углу, одной изъ сторонъ, прилежащихъ 
къ нему, и по отношен1ю этой стороны къ третьей сторонЪ (сколько 
рВшений?). 

215. То же—по углу при вершинЪ, основанйо и отношен!ю его 
къ одной изъ боковыхъ сторонъ. 

216. То же-—по высотВ, углу при вершинЪ и отношен1ю отрЪзковъ 
основан!я. 

217. То же—по углу при вершинЪ, основан!ю и данной на основан1и 
точкЪ, черезь которую проходитъ биссектрисса угла при вершинЪ. 
_ 218. То же—по двумъ угламъ и суммЪ или разности основан1я 
съ высотою. 

219. Построить равнобедренный тр-къ по углу при вершин и 
суммЪ основан1я съ высотою. 

220. Вписать въ даннный кругъ тр-къ, у котораго даны: основане 
и отношен1е двухъ другихъ сторонъ. 

221. Вписать въ данный кругъ тр-къ, у котораго даны: основан1е 
и мед:ана относительно одной изъ неизв стныхъ сторонъ (см. упраж- 
нене 203). 

222. Вписать квадратъ въ дачный сегментъ такъ, чтобы одна его. 
сторона лежала на хорд, а вершины противолежащихъ угловъ— 
на дугз. 

223. Вписать квалратъ въ данный тр-къ такъ, чтобы одна сторона 
его лежала на основанйи тр-ка, а вершины противолежащихъ угловъ 
на боковыхъ сторонахъ тр-ка. 

224. Въ данный треугольникъ вписать прямоугольникъ (см. пред. 
задачу), у котораго стороны относились бы, какъ т: и. 

225. Около даннаго квадрата описать тр-къ, подобный данному. 

226. Дана окружность и на ней двЪ точки Аи В. Найти на этой 
окружности третью точку С, чтобы разстоян!я ея отъ Аи В находи- 
лись въ данномъ отношенйи. 

227. На данной прямой найти точку, которая одинаков) была бы 
удалена отъ другой данной прямой и данной точки. 
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228. Построить тр-къ по двумъ сторонамъ и биссектриссВ угла 
между ними (см. черт. 207. Сначала находимъ прямую РЕ изъ про- 
пор!и АВ: ЕС (т.-е. ВС) =ВО: ОЕ; затзмъ строимъл ВОЕ.....). 

229. Построить прямую х, которая относилась бы къ данной пря- 
мой т, какъ а? : 5*(а и $ данныя прямыя). 

230. Найти внЪ даннаго круга такую точку, чтобы касательная, 
проведенная изъ нея къ этой окружности, была вдвое менЪе сЁфкушей, 
проведенной изъ той же точки черезъ пентръ (приложен1емъ ал- 
гебры къ геометр!и). 

231. Черезъ данную виЪ круга точку провести такую сЪкушую, 
которая раздБлилась бы этою окружностью въ данномъ отношени 
(приложешщемъ алг. къ геом.). 

252. Построить тр-къ по тремъ его высотамъ #1, и 1... (Предвари- 
тельно изъ подоб1я прямоуг. тр-ковъ надо доказать, что высоты 
обратно пропори!ональны соотвзтетвуюшимъ сторо- 
намъ. Если стороны, на которыя опушены высоты #1, №» и й., обозна- 
чимъ соотвЪтетвенно черезъ #1, х. и хз, то 
- ХФ: : Жа=А :Й1 


[1 #1 й 
® — — . =— —й м В ЗВ 
Хо Хз йз йо 1 . Из 1 Г 
#1 й 
откуда: 21 : 20: =: : —_ 
3 
о М | . 
Выражен!е —— есть четвертая пропори1ональная къ й., № и Й.. 


йз 
Построивъ ее (пусть это будеть ®, мы будемъ имЪть три прямыя: 
Й», 1 и К, которымъ искомыя стороны пропоршональны; значитъ, . 
тр-къ, имЪюций эти прямыя сторонами, подобенъ искомому, 
и потому вопросъ приводится къ построен!ю такого тр-ка, который, 
будучи подобенъ данному имЪлъ бы данную высоту. Задача окажется 
невозможной, если по тремъ прямымъ #1, А, и Ё нельзя построить 
треугольникъ (52). 


Задачи на вычисленге. 


233. По данному основан!ю @& и высотЪ й остроугольнаго тр-ка 
вычислить сторону х квадрата, вписаннаго въ этотъ тр-къ такъ, чтобы 
одна сторона квадрата лежала‘ на основан!и тр.ка, а двЪ вершины 
квадрата—на боковыхъ сторонахъ тр-ка. 

234. Стороны тр-ка суть 10 ф., 12 ф. и 17 ф. Вычиелить отрЪзки 
стороны, равной 17 ф., на которые она длится биссектриссою проти- 
волежалиаго угла. . 

235. Перпендикуляръ, опущшенный изъ вершины прямого угла 
на гипотенузу,. дЪлитъ ее на два отрЪззка ти п. Вычислить катеты. 

236. Вычислить выеоту тр-ка, опущшенную на сторону, равную 20, 
если двЪ другя стороны суть 18 и 15. 

237. Вычислить мед1аны тр-ка, котораго стороны суть: а=5, $=7 
И с=9, 
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238. Вь тр-кЪ АВС стороны суть: АВ=9, В =15 и АС=Ю. 
О предзлить, какого вида уголъ А, и вычислить высоту, опушенную 
‘изъ вершины В. 

239. Изъ точки внЪ круга проведены касательная а и сЪкущая. 
Вычислить длину сЪкушей, зная, что отношен1е внЪшней ея части 
къ внутренней равно. т: п. 

240. Къ длвумъ кругамъ, которыхъ раг тусы суть Вил, а разстоян!е 
между центрами 4, проведена обцтая касательная. Опредзлить вычис- 
ленНемъ положен!е точки пересЪчен1я отой касательной съ лишей 
тентровъ,во 1-хъ, когда эта точка лежитъ по одну сторону отъ пентровъ 
во 2-хъ, когда она "расположена между ними. 


ГЛАВА УИ. 
Правильные многоугольники, 


256. Опред$лен!я. Ломаная лин1я наз. правиль 
ной, если она удовлетворяеть слфдующимъ тремъ услов1ямъ: 


ЗАЛА 


Черт. 232. 


1°, отр$зки прямыхъ, составляюще ее, равны; 2°, углы, с0- 
ставленные каждыми двумя сосфдними отр$Ззками, равны, и 
3°, изъ каждыхъ трехъ посл довательныхъ отр$зковъ пер- 
вый и трей расположены по одну сторону отъ второго. 

Таковы, напр., лини АВСШГЕ и РаНКГ (черт. 232); но ло- 
маную ММРОВЕ нельзя назвать правильною, потому что она 
не удовлетворяетъ третьему услов1ю. | 

Правильная ломаная можеть быть выпуклой (34), 
какъ, напр., лия АВСРЕ (ломаную Е@НКГ нельзя назвать 
выпуклой). 

Мнотоутольникь наз. правильнымъ, если онъ отра- 
ниченъ правильною ломаною ливней, т.-е. если онъЪ иметт, 
равныя стороны и равные углы. Таковы, напр., квадратъ, равно- 
сторонв!Й треугольникъ и мно!1е друге. 
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] 


Многоугольникъ, изображенныйна чертеж» 233-мъ, есть в ы- 
пуклый правильный пятиугольникъ; ‘ многоугольникъ чер-. 
тежа 234-го также правильный пятиугольникъ, но не выпуклый 


Черт. 238. Черт. 234. 
(такъ называемы зв $ здчатый). Мы будемъ разематривать 
только выпуклые правильные мн-ки. 

Посл$дующйя теоремы показываютъ, что построен1е правиль- 
ныхъ многоугольниковъ тЪсно связано съ раздЗлен1емъ окруж- 
ности на равныя части. 

257. Теорема. Если окружность раздфлена на н5которое 
число равныхъ частей (ббльшее двухъ), То: 

19, соединивЪ хордами каждыя двЪ сосЪдн!я точки дЪленя, 
получимъ правильный . многоугольникъ (вписанный); 

2%, проведя черезъ всЪ точки дфлен!я касательныя до взаин- 
наго пересфчен!я, получимъ правильный многоугольникъ (опи- 
санный). 


Черт. 235. Черт. 236. 
Пусть окружность (черт. 235) раздЗлена на н$Феколько рав- 
ныхъ частей въ точкахъ А, В, С..., и черезъ эти точки проведены 
хэрды АВ, ВО... и касательныя ММ, МР... Тогда: 
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1°. Вписанный многоуголььикъь АВСЛРЕЕ правильный, потому 
что всЪ его стороны у8вны (какъ хорды, стягиваюцщя равныя 
дуги) и вс углы равны (какъ вписанные, опирающеся на рав- 
ныя дуги). | 

2°. Чтобы доказать правильность описаннаго многоугольника 
ММРОРФ, разсмотримъ тр-ки АМВ, ВМС ит. д. У нихъ осно- 
ван1я АВ, ВС ит. д. равны; углы, прилежапие къ этимъ осно- 
ван1ямъ, также равны, потому что каждый изъ нихъ иметь 
одинаковую м$ру (уголъ, составленный касательною и хордой, 
изм$ряется половиною дуги, заключенной внутри его). Значитъ, 
вс эти тр-ки равнобедренные и равны между собою, а потому 
ММ=МР... и М=М=... т.-е. мн-къ ММ№МРОЙБ правильный. 


258. Зам чан!е. Если возьмемъь середины дугь АВ, ВС, 
СТ... (черт. 936), то получимъ точки, которыя дфлять окруж- 
ность на столько же равныхъ частей, на сколько она раздз- 
лена въ точкахъ 4, В, С... Поэтому, если черезъ эти середины 
проведемъ касательныя до взаимнаго перес$чен1я, то получимъ 
также правильный описанный многоугольникъ; стороны этого 
многоугольника параллельны сторонамъ вписаннаго мн-ка 
АВСЛЕЕ (138, обратная теорема). | 


259. Теорема. Если многоугольникъ правильный, то 

19, около него можно описать окружность; 

20%, въ него можно вписать окружность. 

1°. Проведемъ окружность черезъ какля-нибудь три сос дн1я 
вершины А, В и С (черт. 237) правильнаго мн-ка АВСПЕЁ и 
докажемъ, что она пройдетъ черезъ 
слфдующую четвертую вершину ШП. 
Опустимъ изъ центра О перпенди- 
куляръ ОК на хорду ВС и соединимъ 
О съ Аи Ш. Повернемъ четыреуголь- 
никьъ АВКО вокругъ стороны ОК 
такъ, чтобы онъ упалъ на четыре- 
угольникь ОРСК. Тогда КВ пой- 
деть по КС (вел$детв1е равенства 
прямыхъ угловъ при точк К), точка Черт. 237. 
В упадетъ въ С (такъ какъ хорда ВС д$лится въ точк$ К попо- 
ламъ), сторона ВА пойдетъ по СР (вслЪдств!е равенства угловъ 
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Ви С) и, наконець, точка А упадетъ въ Г (вслЪдетв1е равенства, 
сторонъ ВА и СП). Изъ этого слфдуетъ, что ОА совмЪетится 
съ ОО, и, значитъ, точки А и О одинаково удалены отъ центра; 
поэтому вершина Ш должна лежать на окружности, проходящей 
черезъ А, Ви С. Точно такъ же докажемъ, что эта окружность, 
проходя черезъ три сос$дная вершины В, Си О, пройдетъ черезъ 
слЗдующую вершину Е ит. д.; значитъ, она пройдетъ черезъ 
вс вершины мн-ка. 

2° Изъ доказаннаго слФдуетъ, что стороны правильнаго мн-ка 
всегда можно разсматривать, какъ равныя хорды одной окруж- 
ности; но такя хорды одинаково удалены отъ центра; значитъ, 
вс перпендикуляры ОМ, ОМ..., опущенные изъ О на стороны 
многоугольника, равны между собою, и потому окружность, 
описанная радусомъь ОМ изъ центра О, будетъ вписанной въ 
мн-къ АВСПЕ. 

260. СлЪдетв!е. Изь предыдущаго видно, что дв окруж- 
ности: описанная около правильнаго мн-ка и вписанная въ него, 
имфють одинъ и тотъ же центръ. Такъ какъ этотъ обпий центръ 
одинаково удаленъ отъ всфхъ вершинъ мн-ка, то онъ долженъ 
лежать на перпендикуляр$, возставленномъ КЪ любой сторонз 
изъ ея середины, а будучи одинаково удаленъ отъ сторонъ ка- 
ждато угла, онъ долженъ находиться на ето биссектриссЪ. По- 
этому, | 

чтобы найти центръ окружности опи- 
санной около правильнаго мн-ка, или 
вписанной въ него, достаточно опред $- 
пить точку перес$ чен1я двухЪ перпенди: 
куляровъ, возставленныхъ къ сторонамъ 
мн-ка изъ ихъ серединъ, или двухъ бис- 
сектриссъ угловъ, или одного такого пер- 
пендикуляра съ биссектриссой. 

26тТ. Опредфлен!я. Общ центръ окружностей: опи- 
санной около правильнаго мн-ка и вписанной въ него, наз. 
центромъ этого мн-ка, радтусъ описанной окружности наз. 
рад1усомъ мн-ка, а рад1усъ вписанной окружности —а п 0- 
еемою его. 

Уголъ, составленный Двумя радтусами, проведенными къ 
конпамъ какой-нибудь стороны правильнаго мн-Ка, наз. цент- 
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ральнымъ угломъ. Такихь угловъ въ мн-к$ столько, 
сколько сторонъ; вс они равны, какъ изм5ряющеся равными 
дугами. 

Такъ какь сумма всЪхъ центральныхь угловъ равна 44 или 
360°, то каждый изъ нихъ равенъ 44: или 360°: п, если п 
означаетъ число сторонъ мн-ка; такъ, центральный уголъ пра- 
вильнаго 6-угольника равенъ 360: 6 —=60°,—правильнаго 8-уголь- 
ника равенъ 360: 8=45° и т. п. 

262. Теорема. Правильные одноименные многоугольники 
подобны, и стороны ихъ относятся, какъ рад'усы или аповемы. 

1°. Чтобы доказать подоб1е (черт. 238) правильныхъ одно- 
именныхъ мн-ковъ АВОШЕЕ и А. В.С.П:Е!Е!, достаточно обна- 
ружить, что у нихъ углы равны и стороны пропорцюнальны. 

Углы м-ковъ равны, такъ какъ каждый изъ нихъ содержитъ 

180(и—2) 
одно и то же число градусовъ, и именно ———_— (169, 4”), если ® 
означаетъ число сторонъ каждаго мн-ка. Такъ какъ АВ=вВС= 
=()=... и А.В: =В.:С!=С:):=..., то очевидно, что: 


Ав ВС _ СО 
АВ ВС. Ср. 


т.-е. у такихъ мн-ковъ стороны пропорщональны. 


р 
Е О, 
| 
М, В, 
АМ В ^ 
Черт. 238. 


2°. Пусть О и О, (черт. 238) будуть центры данныхъ мн-ковъ, 
ОА и О.А, ихь райусы, ОМ и 0О,М, апоеемы. Тр-ки ОАВ и 
О.А:В: подобны, такъ какъ углы одного соотв$тетвенно равны 
угламъ другого. Изъ подоб1я ихъ слЪдуеъ (203): 
АВ ОА ОМ 


А.В, О.А, О.М, 
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263. СлЪдетве. Такь какь периметры подобныхъ 
мн-ковъ относятся, какъ сходственныя стороны (209), то пери- 
метры правильныхъ одноименныхъ многоугольников ъ относятся, 
какъ радтусы или аповемы. 

264. Симметря правильныхъ многоугольниковъ. Про- 
ведемъ вь описанной окружности черезъ какую-нибудь вершину С 
правильнаго мн-ка (черт. 239, лЪвый) ддаметръО М, который раздЪлитъ 
окружность и многоугольникъ на двЪ части. Вообразимъ, что одна 
изъ этихъ частей (напр., лЪвая) повернута вокругъ д1аметра СМ, 


ВЕР 


1. 


Черт. 239. 


какъ около оси, на столько, чтобы она упала на другую часть (на пра- 
вую). Тогда одна полуокружность совмстится съ другою полуокруж- 
ностью, дуга СВ совмЪстится съ дугою СР (по равенству этихъ дугЪ), 
дуга ВА совмЪстится съ дугою РЕ (по той же причин®) ит. д.; сл$д., 
хорда ВС совпадетъ съ хордой СО, хорда АВ съ хордой БЕ ит. д. 
Такимъ образомъ, д1аметръ описанной окружно- 
сти, проведенный черезъ какую-нибудь -вер- 
шину правильнаго многоугольника, служитъ 
осью симметр:и этого многоугольника (вслЪд- 
ств:е чего каждая пара вершинъ, какъ Ви О, Аи Е ит. д., лежитъ 
на одномъ перпендикулярЪ къ даметру СМ, на равномъ отъ него 
разстоян1и). 

Проведемъ еще въ описанной окружности д1аметръ ММ (черт. 239, 
правый), перпендикулярный къ какой-нибудь сторонЪ СВ правиль- 
наго мн-ка; этоть д1ламетръ тоже раздзлитъ окружность и многоуголь- 
никъ на дв части. Врацая одну изъ этихъ частей (лЪвую), вокругъ 
проведеннаго дламетра до тхъ поръ, пока она упадетъ на другую 
часть (правую), мы такъ же убЪдимся, что одна часть мн-ка совмЪ- 
стится съ другой частью. Значитъ, д аметръ описанной 
окружности, перпендикулярный къ сторо- 
нз правильнаго многоугольника, служитъ 
его осью симметруи (м, слЪд., каждая пара вершинъ, какъ 
Ви Е, Аи ЁЕит. д., лежитъ на одномъ перпендикуляр$ къ даметру 
ММ, на равномъ отъ него разстояни). 

Если число сторонъ мн-ка четное, то д1аметръ, проведенный 
черезь любую вершину мн-ка проходитъ также и черезъ противо- 
положную вершину, и д!йаметръ, перпендикулярный къ любой ето- 
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ронЪ мн-ка, перпендикуляренъ также и къ противоположной сторон» 
его; если зке число сторонь нечетно е, то даметръ, проходяций 
черезь любую вершину, перпендикуляренъ къ противоположной 
сторон, и обратно, дламетръ, перпендикулярный къ любой сторонз, 
проходитъ черезъ противоположную вершину. Отсюда слздуетъ, что 
во всякомъ правильномтъ мн-кЪ есть столько осей симметр!и, сколько 
въ немъ сторонъ. Напр., въ правильномЪъ `6-угольникЪ есть 6 осей 
симметраи, именно: 3 оси, проходяция черезъ вершины, и 3 оси, пер- 
пендикулярныя къ сторонамъ; въ пра- 
вильномъ б-угольник есть 5 осей сим- 
метр1и; всЪ он проходятъ черезъ вершины 
угловъ и въ то же время перпендикулярны 
къ сторонамъ. 

Всяк!й правильный мн-кь четнаго 
числа сторонъ иметь еще нпентръ 
симметруи (102), совпадаюций съ цен- 
тромъ мн-ка (черт. 240). Дъиствительно, 
всякая прямая КЁ, соединяюцтая 2 точки 
контура такого мн-ка и проходящая черезъ 
пентръ О, длится этою точкою пополамъ, Черт. 240. 
какъ это видно изъ равенства тр-ковъ ОВК 
и ОЕГ. (покрытыхъ на чертеж штрихами). 


'О6ВБ. Задача. Вписать въ данный кругъ КВар- 
атъ и опредф лить его сторону въ зависи- 
мости отъ радтуса. 

1°. Предположимъ, что АВ (черт. 241) 
есть сторона квадрата, вписаннаго въ 
данный крутъ О. Тогда дуга АВ должна 
равняться !/„ окружности и уголъ АОВ 
долженъ быть прямой. Поэтому для 
построен1я вписаннаго квадрата (и 
слЪд., для раздфлемшя — окружности 
на 4 равныя части) достаточно провести 
два перпендикулярныхь д1аметра АС 
и ВГ и концы ихъь соединить хордами. 
Вписанный четыреугольникъ АВС правильный, потому что 
дуги АВ, ВС, СРри ПА равны, какъ соотв тствующия равнымъ 
центральнымь Угламъ. | 

2°. Изъ прямоугольнаго тр-ка АОВ находимъ: 

АВ?=АО?-+ ВО?, т.-е. АВ*=2А0?; 
откуда АВ=АОУ 3. 


Черт. 241. 
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Условимся всегда обозначать черезь а численную величину 
стороны правильнаго вписаннаго мн-ка, им$ющаго и сторонъ, 
а черезь В радлусъ описаннаго круга; тогда выведенное равен- 
ство изобразится такъ: 

„=ВУ 2. 

266. Задача. Вписать въ данный кругъ пра- 
вильный шестиугольнииъ и опред$ лить его сто- 
рону въ зависимости отъ радтуса. 

Предположимъ, что АВ (черт. 242) есть сторона правильнаго 
вписан. шестиутольника. Тогда дуга АВ должна быть */3 часть 
окружности и, слЗд., уголь АОВ долженъ 
содержать 60°. Такъ какъ тр-кь АОВ 
равнобедренный (АО=ОВ), то углы А и В 
равны и каждый изъ нихь содержитъ по 
1), (180°—60°), т.-е. тоже по 60”. Такимъ 
образомъ, тр-къ АОВ оказывается равно- 
угольнымъ и, сл$Зд., равностороннимъ, т.-е. 
АВ=АО=оОВ. Итакъ, Сторона правильнаго 
вписаннаго  шестиугольника равна  радлусу, 
что, по принятому нами обозначен1ю, можно выразить такъ: 

ав=В. 

Отсюда возникаетъь весьма простой способъ построен1я пра- 
вильнаго впис. шестиутольника (и дфлешя окружности на 6 
равныхъ частей): давъ циркулю растворене, равное радлусу, 
откладывають этимъ раствореемъ по окружности, одна за 
другою, равныя дуги и точки дФлен1я соединяють хордами. 

267. Задача. Вписать въ данный кругъ пра- 
вильный треугольнииъ и опредф$лить его сто 
рону въ зависимости отъ радтуса. 

2 1°. Чтобы раздЪлить окружность на 3 
равныя части (черт. 243), дВлять ее 
сначала на 6 равныхъ частей (какъ ука- 
зано въ предыдущей задачЪ) и затЪъмъ 
соединяють по дв$ части въ одну. 

2°. Для опредЪленйя стороны АВ про- 
ведемь дламетръ ВЛ и хорду АР. Тр-кь 
АВГ прямоугольный при вершинз 4; 


поэтому АВ=У ВР?—АГ?. Но ВО=?8В 


Черт. 242. 
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и АО=В (потому что дуга АЛ есть 1|‚ часть окружности и, слЪд., 
хорда АП есть сторона правильнаго вписаннаго шестпугольника): 
значитъ: 

«„.—-И@в)—В2=У 3В*=ВУз. 

268. Задача. Вписать въ данный кругъ пра 
ВИЛЬНнНЫЙ десятиугсльникъ и опредЪфлить его 
сторону въ зависимости отЪ радтуса. 

Предварительно докажемъ слЪдующее свойство правильнаго 
десятиугольника. 

Пусть хорда АВ (черт. 244) есть сторона такого многоуголр- 
ника. Тогда уголь АОВ равенъ 36°, а каждый изъ угловь А и В 
содержить по 1/› (180°—86°), т.-е. по 72°. РаздЪлимъ уголъ А 
пополамь прямою АС. Каждый изъ угловъ, образовавшихся 
при точк$ А, равенъ 36°; слЪд., тр-кь 
АСО, имя два равные угла, есть равно- 
бедренный, т.-е. АС==СО.Тр-къ АВС так- 
же равнобедренный, потому что В=72°; 
и С—180°—72°— 36° =72°; слзд., АВ= 
АС=—=СО. По свойству биссектриссы угла 
тр-ка (226) можемъ написать: 


АО: АВ=0С : СВ [1] 
Черт. 244. 
Замнивъ АО и АВ равными имъ прямыми ОВи ОС, получимъ: 
ОВ : ОС=0С : СВ, [2] 


т.-е. радтусъ ОВ раздфленъ въ точк% С въ среднемъ и крайнемъ 
отнощен1и (253), при чемъ ОС есть его большая часть. Но ОС 
равна сторон прав. впис. десятиугольника; значить: 

сторона правильнаго вписаннаго де- 
сятиугольника равна ббльшей части 
радтуса, раздьленнаго въ среднемъ 
и крайнемъ отношени. 

Теперь задача р%$шается легко: 

1°. Ллять радтусъ круга (напр., 
ОА, черт. 245) въ среднемь и 
крайнемъ отношеви (253); затЪмъ, 
давъ циркулю растворене, равное 


Черт. 245. 
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большей части рад1уса, откладываютъ имъ по окружности дуги, 
одна за друтою, и точки дфлен1я соединяють хордами. 

2°. Обозначивъ численную величину стороны правильнаго 
вписаннаго 10-утольника черезь х, мы можемъ пропрошю 
[2] переписать такъ: у 

В: т=х : (В-®, 

откуда 52 Вх— В2=50. 
Р%шивъ это квадратное уравнене, найдемъ: 


' ИУ 


х=а10,=В 


269. ЗамЪчан1Я. 1°. Формулы, выведенныя нами въ пре- 
дыдущихъ задачахъ для од, 0, @з, @1о, ПОЗВОЛЯЮТЬ ВЫЧИ С- 
лить рад1усъ описаннаго круга по данной 
сторон правильнаго многоугольника. 
Такъ, изъ выраженля, опред$ляющаго 10, НАаходимъ: 


20 2410 И 5-0 1 
=== -——= -@10 (Узы ) 
Ув —1 51 2 

25°. Чтобы вписать въ данный кругь правильный ПЯтТи- 
угольникъ, дЪлятъ окружность на 10 равныхъ частей (какъ 
указано выше) и точки д$лен1я соединяють черезь одну 
хордами. 

290. Задача. Вписать въ данный кругъ 
правильный пятиугольникъ. 

Чтобы найти 1/; окружности, достаточно изъ | ея части 
вычесть 1/.о, какъ это видно изъ сл$дующаго равенства: 

1 1 5 3 2 1 


——— — —— —— — 


6 10 30 30 90 15 


Поэтому если хорда АВ (черт. 246) 
равна рад1усу, а хорда АС—бблышей 
части рад!уса, разд$леннаго въ сред- 
немъ и крайнемъ отношен1и, то дуга 
СВ должна быть !/5 окружности, 
а хорда СВ-— сторона прав. впис. 
15-угольника. 

Вычислен1е стороны СВ можно вы- 


полнить, примфняя теорему Птоломея 
Черт. 246. (242) къ четыреугольнику АСВ, вЪ ко- 
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торомьъ АС=а,, СВ=аь АШ=?В, АВ=а,=В, Ср=У аа", 
Вр=а. (такъ какъ дуга ВО равна '/; окружности). 
Теорема Птоломея даетъ: 
- АВ. Ср=АДО. СВ-АС. ВО, 


т.-е. ВУ 4В?*— @1,°=2 8 В (15 -- @о@3. 
Подставивъ на Мото ау и 4. ихъ выражен!я, получимъ послЪ 


упрошений: 
и В Уз ИБ -И (И) 


279Т. Задача. По данному рад1усу круга и 
сторон правильнаго вписаннаго много- 
угольника вычислить сторону правиль- 
наго одноименнаго описаннаго много- 
угольника. 

Пусть АВСО... есть прав. впи- 
санный мн-къ, а М№Р... одноимен- 
ный прав. описанный (257). Такъ 
какъ стороны правильныхъ одно- 
‘именныхь мн-ковъ относятся, какъь 
ихъ рад1усы или ‘апоеемы (262), то: 


| ММ : АВ=оВ: ОЕ. 


Откуда: МАМ =. 
й ОЕ ]/0ОВ-ВЕ? 
Обозначивъь численныя величины ММ, АВ и ОВ соотвЪт- 
ственно черезъ В, а, и Ви замЪтивъ, что ВЕ='/, АВ, будемъ 
имВть: | 


В 
и 


в" 
4 


Прим Ъруъ. Вычислимъ сторону правильнаго описаннаго 
10-угольника: 


ЕСИ Из ао" —ор и” 
еее Г мы Г в 
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— ока / 6-5 в— ИБС И5) 5—2 ИБ. 
= ев Ще ив 
10-27 5 5+ И5)5— ИБ) 5 
2712. Зам чае. Формула, опред$ляющая 6,, позво- 


ляеть вычислить а„ по даннымъ 6, и В. Для этого стоить только 
рЪшить уравнен1е, принимая а, за неизвестное: 


. Ь о 
в“ 2 „?: 222 — „(в =”); 
о | я —=А*а,”“; 6, а - и 
„В. 


293. Задача. Удвоитьчисло сторонъ правиль 
наго вписаннаго многоугольника. 

Въ этомъ сокрашенномъ выражени разумФется ссболвенне 

дв задачи: 1°, по данному правильному впис. мн-ку по- 

строить другой правильный 

С мн-къ, вписанный въ ту же ок- 

ружность и имфющий вдвое болЪе 

в СТоронъ; 25° ВЫЧИСЛИТЬ СТО- 

рону этого мн-ка по данной сто- 

рон перваго мн-ка и данному 
0 радлусу круга. 

Черт. 548: 1°. Пусть АВ (черт. 248) есть 

сторона прав. впие. мн-ка, имЪ- 

ющаго п сторонъ и О центръ круга. Проведемъ ОСТ АВ и соеди- 

нимъ А съ (С. Дуга АВ дЪлится въ точкЪ С пополамъ; сл$д., 

хорда АС есть сторона прав. впис. мн-ка, иивющаго 2 сторонъ. 

2°. Въ тр-кз АСО уголъ О всегда, острый (такъ какъ дуга АСВ 

всегда меньше полуокружности и, сл®д., половина ея, дуга АС, 
меньше четверти окружности); поэтому (236): 
АС*=0А?*--00*—80С . ОП. 

т.-е. ао,“ =А?-- А?—2В . Ор=28*—ЭВ . ОБ. 


Изъ прямоугольнаго тр-ка АО опредЪлимъ катетъ ОП: 


оо-у/ 40 ат, ве (И раб". 
2 . 4 
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елЗд.: «У вв В @ь 
| 4 


Такова формула удвоешя числа сторонъ правильнаго вписан- 
нако многоугользика *). 
`Примёръ. Вычислимъь сторону праз. впие. 12-угольника: 


Ёи—м—д ь 
и] / ан —эву в“ — И зе-вву № 
| ит Е 
ЕЙ 28—28? Из = 2" Уз=вИ?— Уз. 


274. На сколько равныхъ частей можно дф- 
лить окружность помощью циркуля и линейки? 
Прим$няя указанные въ предыдущихь задачахъ способы, мы 
можемъ помощью циркуля и линейки дЪфлить окружность на 
такое число равныхъ частей (и слЪд., вписывать въ окруж- 
НОСТЬ правильные ся въ увдуюй съ такимъ числомъ сторонъ), 


которое заключается въ ДУЮ хъ рядахъ: 


{ 3, 3.2, 3.2.2...вообще 3.2” 
‚` 4, 4.2, 4.2.2...вообще 2” 
5, 5.2, 5.2.2...вообще 5.2” 


15, 15.2, 15.2.2...вообще 3.5.2” ` 


ГерманскАй математикь Гауссъ (умерпий въ 1855 г.) 
доказалъ, что посредетвомъ циркуля и линейки можно дфлить 
окружность на такое число равныхъ частей, которое, будучи 
просты мъ, выражается формулою 2”--1. Напр., можно 
раздзлить окружность на 17 равныхъ частей и на 257 равныхъь 
частей, такъ какъ 17 и 257 суть простыя числа вида 95"--1 
(17=24--1, 257=98--1). Доказательство Гаусса выходить изъ 
предзловъ элементарной математики. 

Доказано также, что помощью линейки и чиркуля окруж- 
ность можно дЪлить на такое составное число равныхъ 


*) Сложные дикалы, получаемые изъ формулы удвоен1я, могутъ 


. быть преобразованы въ еумму или разность двухъ простыхЪ ради- 
каловъ (см. алгебра А. Киселева, 8 238); напр., для 412 
можно получить такое выражен!е: а1›„=1/.В (ТУ 6 —7У>2. 
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частей, которое, разложенное на простыхъ множителей, не со- 
держить никакихъь иныхъ множителей, кромЪ множителей 
вида 2„-г1 при услови, что эти множители вс различны, 
и множителя 2 въ какой угодно степени. Напр., въ окруж- 
ность помощью циркуля и линейки можно вписать правильный 
170-угольникъ (170=2.5.17), но нельзя вписать правильный 
9-угольникъ (хотя множитель 3 имфетъ видъ 2"-| 1, но въ составЪ 
9-и онъ повторяется). 

На всякое иное число равныхъ частей окружность можетъ 
быть разд лена только приближенно. 


245. Построен!е правильнаго многоугольника 
по данной сторонЪ. Для различныхъ правильныхь мно- 
гоугольниковъ существують различные способы. Но можно 
указать слБдующЙ общ1й способъ. Чертятъ окружность 
произвольнаго рад!уса и вписываютъ въ нее правильный мн-къ 
съ такимъ числомъ сторонъ, которое должно быть у искомаго 
мн-ка; затЪмъ на данной сторон строятъ мн-къ, подобный 
описанному (210). 


= — 


УПРАЖНЕНТЯ. 


241. Составить формулу для стороны правильнаго вписаннаго 
24-угольника. 

242. Составить формулы для сторонъ правильныхь вписанныхъ 
8-угольника и 16-угольника. 

243. Исходя изъ формулы удвоен1я, опред$лить сторону правиль- 
наго вписаннаго 5-угольника, 

244. Составить формулы для сторонъ правильныхъ описанныхъ 
треугольника и шестиугольника. 

245. Доказать, .что если въ прав. 5-угольникЪ проведемъ всЪ 
пагонали, то онЪ своими перес$чен1ями образуютъ внутренн!й прав. 

5-угольникъ. 

246. Пусть АВ, ВСи СО будуть три послЪдовательныя стороны 
правильнаго мн-ка, имЪющаго центръ въ 0. Если продолжимъ сто- 
роны АВи СР до взаимнаго пересЪчен!я въ точкЪ Ё, то четыреуголь- 
никь ОАЕС можеть быть вписанъ въ окружность. 

247. Доказать, что: 1°, всяк Й вписанный равносторонн1й много- 
угольникъ есть правильный; 2°, равноугольный вписанный мн-къ 
есть правильный, когда число сторонъ его нечетное; 3°, всяк1Й опи- 
санный равноугольный мн-къ есть правильный; 4°, описанный равно- 
сторонн!Й мн-къ есть правильный, когда число сторонъ его нечетное. 
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248. Доказать, что двЪ д1агонали правильнаго 5-угольника, не 
ивсходяцИя изъ одной вершины, пересзкаются въ среднемъ и край- 
немъ отношени. 

249. На данной сторонЪ построить правильный 8-угольникъ. 

250. На данной сторон построить правильный 10-угольникъ. 

251. СрЪзать отъ даннаго квадрата углы такъ, чтобы образовался 
правильный 8-угольникъ. 

252. Въ данный квадратъ вписать равностороннйй тр-къ, помфшая 
одну изъ его вершинъ или въ вершинЪ квадрата, или въ серединЪ 
какой-либо стороны. 

253. Вписать въ равносторонн! тр-къ другой равностороншй 
треугольникъ, котораго стороны были бы перпендикулярны къ сто- 
ронамъ даннаго. 

254. Построить углы: въ 18, въ 30, въ 75, въ 72 градуса. 


КНИГА ТУ. 


ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЛИНЫ ОКРУЖНОСТИ И ЕЯ ЧАСТЕЙ. 


ГЛАВА Г. 
Оенсвныя свойства предъловъ. 


276. Величины постоянныя и перем$нныя. 
Р%шая какой-либо вопросъ, въ который входять н%Ъсколько 
величинъ, мы иногда предполагаемъ, что нфкоторыя изъ этихъ 
величинъ сохраняють одно и то же неизмЪнное значен1е, тогда 
какъ друпя способны принимать безчисленное множество раз- 
личныхъ значешй. Первыя величины наз. постоянными, 
вторыя перем$ нными. Такъ, разсматривая зависимость 
между длиною хорды и ея разетоян1емъ отъ центра, мы считаемъ 
рад1усъ круга величиною постоянною, а длину хорды и ея раз- 
стоян1е отъ центра—величинами перем$нными. 

Впрочемъ, нфкоторыя величины являются постоянными не 
потому, что мы ихъ такими предполагаемъ, а вслдетв1е своего 
основного свойства; такова, напр., сумма угловъ тр-ка, которая 
всегда равна 94. 

Если величины выражены числами. то постоян- 
ной величин $ соотв тетвуеть постоянное число, 
аа перем $ нной величин 5—перем $ нное число. 
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277. Перем$нныя величины, стремяпяся къ 
нулю. Если перем$нная величина (и перемЪнное число, из- 
мфряющее ее), измфняясь, дзлается меньше любого даннаго 
значен1я, какъ бы мало это значене ни было, и при дальн йшемъ 
изм$нен1и постоянно остается меньше этого значенйя, то гово- 
рятъ, что эта перемЪнная величина стремится къ нулю. 

Напр., если черезъ какую-нибудь точку А окружности 
(черт. 249) проведемъ касатель- 
ную МТ и сЖкущую АМ и 
затБмъ станемъ вращать с%- 
кущую вокругь точки касан1я 
такъ, чтобы вторая точка пере- 
сЪченля В все ближе и ближе 
придвигалась къ точкЪ$ 4, то 
при этомъ уголъ ТАМ, соета- 
вленный касательною и сЗку- 
щею, стремится къ нулю, по- 
тому что, какъ мы это говорили прежде (143,) равный ему уголь 
АО, составленный рад1усомъ АО и перпендикуляромъ ОД на 
хорду АВ, можеть сд$латься меньше любого даннаго угла, 
напр. меньше угла въ 1’, и, при дальнЪйшемъ сближен!и точекъ 
перес$чен1я, постоянно остается меньше этого утла. 

Точно такъ же центральпый уголъ правильнаго многоуголь- 
ника, котораго величина равна 44/т, стремится къ нулю, если п, 
т.-е. число сторонъ этого мн-ка, неограниченно возрастаетъ; 
напр., при п=100 этотъ уголъ равенъ 0,044, при п=1000 онъ 
дфлается 0,0044 и т. д. 

248. ПеремЪнныя величины, увеличиваюш1я- 
ся безпредБльно. Если перем нная величина (и перем$н- 
ное число, изм5ряющее ее), измфняясь, дфлается и остается 
больше любого даннаго значен1я, какъ бы велико это значене 
ни было, то говорять, что она увеличивается безпред% льно 
(или неотраниченно) *). 


Черт. 249. 


*) Величины, увеличиваюцияся безпредзльно, принято въ мате- 
матикз называть безконечно большими, а величины 
стремяцияся къ нулю, —безконечно малыми. Въ этой 
книг$ мы не будемъ однако употреблять этихъ терминовъ для избЪ- 
жан1я нЪкоторой неясности представлен1я въ умЪ учашагося. 
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Напр., сумма угловъ выпуклаго многоугольника, равная 
24(п—2)=24п—44а, при неограниченномь возрастан1и числа 
сторонъ увеличивается безпредЗльно; такъ, при п=100 она 
равна 1964, при п=1000 она дЪластся 19964 и т. д. 

2мэЭ. Перем$нныя величины, стремяпйяся къ 
пред$лу. Иногда случается, что перемЪнная величина, из- 
мфняясь, стремится къ нфкоторому предЗлу. 

Предфломъ перемфнной величины наз. такая постоянная вели- 
чина, къ которой перемфнная приближается ‘такъ, что разность 
между ними стремится къ нулю, т.-е. эта разность дЪлается и 
остается меньше любого даннаго значеня, кажъ бы мало это 
значен1е ни было. 

Приведемъь два примфра перем$нныхъ величинъ, стремя- 
щихся къ предфламъ. 


А. ----- В 


Черт. 250. 

1°. Разсмотримъ (черт 250), процессъ измВрен1я какой-нибудь 
длины А, несоизмВримой съ единицею В Чтобъ измФрить такую 
длину (158, 2°), мы дЪлимъ В на п равныхьъ частей и одну изъ 
нихъ откладываемъ на А столько разъ, сколько можно. Тогда 
мы получаемъ соизмЪримую длину А, которая меньше А; если же 
отложимь 1/, долю В еще одинъ разъ, то получимъ другую 
соизм$римую длину А, которая больше А; при этомъ каждая 
изъ разностей 4—А: и А»—А меньше '/, доли В. Предположимъ 
теперь, что число п равныхъ частей, на которое мы дЪлимъ БВ, 
увеличивается неограниченно. Тогда длины А: и А» становятся 
перем$нными, а длина А остается постоянной; такъ какъ 1 
доля В при достаточномъ увеличен1и числа и можеть быть сдЪ- 
лана меньше любой данной длины (напр., меньше миллиметра) 
и при дальнЪйшемъ увеличен1и я она постоянно остается меньше 
этой малой длины, то можно сказать, что перемЪнныя величины 
А: и А, стремятся при этомъ къ общему предзлу А. 

Изъ этого примфра мы видимъ, что перем$нная величина, 
приближаясь кь своему предфлу, можетъ быть или меньше 


тл* 
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его, или больше; такъ, длина А, постоянно меньше, чфмъ А, 
а длина 4, наоборотъ, всегда больше А. 

2°. Сумма всЪхъ внутреннихъ угловъ выпуклаго много- 
угольника, имфющаго п сторонъ, выражается, какъ извЪстно 
(89), формулой 24(и—2); поэтому величина одного угла пра- 
вильнаго п-угольника равна: 


24(и—2 2Цп-—44 4 
2—2) 24—44 44 


———— 
® 


т п т 
Предположимъ, что число сторонъ многоугольника, т.-е. 
число п, неограниченно увеличивается; тогда, какъ видно изъ 
приведенной формулы, величина угла мн-ка, оставаясь всегда 
меньше 24, все болЗе и болЪе приближается къ 24 такъ, что 
| 44 
разность между ними, равная >, д$лается и остается меньше 
какого угодно угла. Поэтому можно сказать, что уголъ пра- 
вильнаго мн-ка, при неограниченномъ увеличен1и числа его 
сторонъ, иметь предЪлъ 34. 


280. Зам чане. Если перемзнная величина а, изм*- 
няясь, остается постоянно большей своего предЪфла А, то ее 
можно разсматривать, какъ сумму А-Ёх; если же перемЁнная 
величина а, изм$няясь, остается постоянно меньшей своего 
предЗла 4, то ее можно разсматривать, какъ разность А—х: 
и ВЪ ТОМЪ, и вЪ другомъ случаяхъ х означаетъь нёкоторую по- 
ложительную величину, которая, согласно опред$лен1ю 
пред$ла, стремится къ нулю, когда перемнная величина а 
стремится къ своему пред$лу А. 


281. Теорема. Если двф перемфнныя величины, стремя- 
щяся къ предфламъ, при всБхъ своихъ послБдовательныхъ 
измфненяхъ остаются равными между собою, то равны и ИХЪ 
предфлы. 

Пусть а и $ двЪ перемЪнныя величины, а Аи В ихъ пред®лы; 
положимъ, что при всЪхъ посл$довательныхъь измфненяхъ 
перем$нныя величины а и 6 всегда равны между собою; требуется 
доказать, что въ такомъ случа$ и А=В. 

’ Предположимъ, что об перемнныя величины аи В, изм*- 
няясь, остаются постоянно меньшими своихъ пред$ловъ. Тогда 
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можно принять, что а=А—х и 6=В—у, гдЪ ти у н%®которыя 
положительныя величины, стремяпйяся къ нулю. Такъ какъ, 
по условю, а=6, то можно написать: 


А—х=В-— У. 
Докажемъ, что это равенство возможно только тогда, когда 


А=В (и, слЪд., х=у). Перенеся въ этомъ равенств$ постоянные 
члены въ одну часть, а перемнные въ другую, получимъ: 
А—В=х— у. 

Л%вая часть послЪдняго равенства, представляя собою раз- 
ность между постоянными величинами, должна рав- 
няться или нулю (если А=В), или нФкоторой постоян- 
ной величин%. Правая часть того же равенства, представляя 
с0бой разность между такими перем$нными величинами, ко- 
торыя о0б$ стремятся къ нулю, должна равняться 
или нулю (если х=у), или нФ®которой перем нной 
величин, стремящейся къ нулю. Такъ какъ постоянная вели- 
чина не можетъ равняться перем$нной величин$, то написанное 
равенство возможно только тогда, когда обЪ его части равны 
нулю, т.-е. только тогда, когда А=В (и х=у). 

Подобнымъ же образомъ можно доказать, что 4А=В и въ томъ 
случаЪ, когда перем$нныя а и В остаются большими своихъ 
пред$ловъ *). ` 


“ 


282. Теорема. Если двЪ перемфнныя величины, стремя- 
щяся къ предфламъ, при веЪхъ своихъ изм нен!яхъ сохраняютъ 
одно и то же отношене, то въ томъ же отношен!и находятся и 
ихъ предфлы. 

Пусть а и 6 двЪ перемЁнныя величины, а А и В ихь предзлы, 
и положимъ, что при веЪхъ изм$нен1яхъ величины а и В по- 
стоянно удовлетворяютъ пропрши: 

а: 60 =т: п, 
гдз ти п каюя-нибудь постоянныя данныя числа. Требуется 
доказать, что въ такомъ слуач$ и 


А: В=т : п. 


*) и даже въ томъ случа, когда он, измВняясь, дЪлаются то. 
меньшими, то большими своихъ предзловЪъ. 


— 214 — 


Предположимъ снова, что об перем$нныя, изм$няясь, оста- 
ются меньшими своихь предфловъ; тогда можно принять, что 
а=А—х и 6 =В— у, гдЪ вычитаемыя 1 и у суть нфкоторыя поло- 
жительныя величины, стремяпляся къ нулю. Подетавивъ въ 
данную пропоршю на м%ето а и Ь равныя имъ разности 4—х. 
и В—ч9, получимъ: 


(А—х) : (Ву =т : п. 
Откуда: (4А—х) п=(В— у) т, 
т.-е. Ап—пх=Вт—ту. 


Такъ какъ величины хи у стремятся къ О, то и произведе- 
ня пх и ту стремятся къ О *); велЗдетв1е этого разности Ай—пх 
и Вт—ту представляютъ собою перем$нныя величины, стремя- 
щ1яся къ предФламъ: первая разность—къ постоянной вели- 
чин Ап, а вторая разность—къ постоянной величин Бт. 
Но если равны перем$нныя, стремяшляся къ пред$ламъ, то 
равны и ихъ предЪлы (281; значитъ: 


Ап=Вт,. откуда: А: В=т : п. 


283. Основное начало способа предфловъ. 
ДвЪ предыдущая теоремы составляютъ частные случаи сл$дую- 
щаго важнаго предложен!1я, которое мы примемъ безъ доказа- 
тельства: 

Если какое-либо равенство, содержащее перем$нныя величины, 
стремящуяся къ предфламъ, остается в5рнымъ при всЪхЪъ изм$- 
нентяхъ перемфнныхъ, то оно остается вЪрнымъ и тогда, когда 
на м5сто перемф$нныхъ подставимъ ихъ предфлы. 

Это предложен!е служить основанемъ такъ называемому 
способу предфловъ, которымъ иногда пользуются 
для доказательства нФкоторыхъ геометрическихъ истинъ. 


284. Поняте о способ предБловъ. 9тоть спо- 
собъ состоить въ сл$дующемъ. Положимъ, что мы желаемъ 


*) т.-е. каждое изъ этихъ произведен1й дЪлается (и остается) меньше 
любого даннаго положительнаго числа, какъ бы мало это число ни 
было; напр., произведен1е их дЪлается (и остается) меньше дроби 
1-й милл1онной, такъ какъ число 1х, измфняясь, дЪлается (и остается) 
меньше 1/, милл1онной. 
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найти зависимость между н%Ъкоторыми постоянными величи- 
нами Аи В, и допустимъ, что эту зависимость трудно (или 
даже невозможно) найти непосредственно. Тогда задаемся во- 
просомъ: нельзя ли величины 4 и Б разсматривать, какъ пре- 
д% лы н$которыхъ перем$нныхъ величинъ а и Б, и если воз- 
можно, то какова зависимость между аи 5? Положимъ, оказалось, 
что эта зависимость выражается равенствомъ: 


а=36?, 


которое остается вЗрнымъ при вс$хъ изм$ненляхъ а и 6; въ 
такомъ случа можемъ принять, что это равенство остается 
вЪрнымъ и тогда, когда на мЪето а и 6 подставимъ ихь пре- 
дфлы, т.-е., что и 


А=зВ*. 


Такимъ образомъ, зависимость между А и В мы найдемъ косвен- 
нымъ путемъ, отыскавъ предварительно зависимость между 
перем$нными. 

Примзнен1е этого способа мы вскорф увидимъ. 


ГЛАВА ПИ. 


Вычисление длины окружности. 


285. Предварительное разъяснен!е. Конечную 
прямую можно: сравнивать съ другою конечною прямою, при- 
нятою за единицу, велЪдетв1е того, что прямыя лиши при нало- 
жени совм щаются. ДЪйствительно, только по этой 
причин% мы можемъ совершенно точно установить, каюе отрЪзти 
прямыхъ считать равными и неравными, что такое сумма от- 
р\№зковъ прямой, какой отр$зокъ боле другого въ 2, 3, 4... раза 
и т. п. Точно такъ же дуги окружностей одинаковаго 
рад1уса можно сравнивать между собою вслЪдетв1е того, 
что так1я дуги при наложени совмфщаются. Но извЪетно, что 
никакая часть окружности (или другой кривой) не можеть 
совмёститься съ прямой (12[); поэтому нельзя установить пу- 
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темъ наложен1я, какой криволинейный отр%зокъ должно считать 
равнымъ данному прямолинейному отр$зку, а сл$д., и то, какой 
‘криволинейный отр$зокъ больше даннаго прямолинейнаго въ 
2, 3,4... раза. Такимъ образомъ, является необходимость оп ре- 
дфлить, что мы разумЪемъь подъ длиною окруж- 
ности. (или части ея), когда сравниваемъ ее съ прямолиней- 
нымъ отр$зкомъ. 


286. Опред$лен!е длины окружности и ея 
дуги. Впишемъь въ данную окружность (черт. 251) какой- 
нибудь выпуклый многоугольникъ АВСРЕЕ и найдемъ его 

В периметръ. Пусть это будетъ конечная 
С прямая Р, (черт. 252). Впишемъ въ ту же 
окружность какой-нибудь другой вы- 

А пуклый мн-къ, у котораго стороны 

были бы меньше (и, сл$д., число сто- 
ронъ больше), чёмъ у перваго мн-ка; 

Е найдемъ его периметръ; пусть это бу- 

Е деть прямая Р. (черт. 252). Впишемъ 
далЪе въ нашу окружность трет1й мн-къ 
(онъ не указанъ на чертеж»), у котораго 
стороны были бы еще меньше (и, сл$д., число сторонъ еще больше) 
и найдемъ его периметръ; пусть это будетъ прямая Р.. Вообра- 


Черт. 251. 


в-—-— НИ = -—--- 
г-——_—_—___ 
Черт. 252. 


зимъ теперь, что мы вписываемъ въ данную окружность все 
новые и новые мн-ки, у которыхъ стороны неограниченно Умень- 
шаются, и каждый разъ находимъ ихъ периметры. Тогда мы 
получимъ безконечный рядь периметровъ Р;, Р,, Р., Ф..... 
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Можно доказать *), что этотъ рядъ стремится къ 
опред$ ленному предфлу (напр., кь длин Г, 
черт. 252), не зависящему отъ того, по какому 
закону мы уменьшаемъ стороны вписан- 
ныхъ многоугольниковъ (и, сл$д., увеличиваемъ 
число ихь сторонъ). Мы можемъ, напр., вписывать въ данную 
окружность мн-ки по такому закону: сначала впишемъ квадратъ 
(черт. 253); затЗмъ впишемъ правильный 8-угольникъ, далЪе 
правильный 16-угольникъ, потомъ 32-угольникъ ит. д., ит. д., 
все удваивая число сторонъ правильныхъ мн-ковъ. Мозжемъ 


Черт. 253. Черт. 254. 


поступить и такъ: сначала впишемъ правильный 6-угольникъ 
(черт. 254), затБмъ правильный 19-угольникъ, далфе 24-уголь- 
НИКЬ ИТ. Д., ИТ. Д., все удваивая число сторонъ мн-ковъ. Мо- 
жемъ вписывать мн-ки и по какому угодно иному закону, при- 
чемъ вписываемые мн-ки могуть быть и неправильные. Всегда 
окажется, что если только стороны вписаннаго выпуклаго мн-ка 
неограниченно уменьшаются, то периметръ его 
стремится къ“одному и тому же предЪлу, опредфленному для 
данной окружности. Этоть предфлъ принимается, за длину 
окружности. Такимъ образомъ: за длину окружности 
принимаютъ пред$лъ, къ которому стре- 
мится периметръвписаннаго въэту окруж- 
ность выпуклаго многоугольника, когда 
стороны его неограниченно уменьшаются. 


*) Доказательство помфшено ниже, въ 8 298. 
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Подобно этому за длину дуги (АВ, черт. 255) окруж- 
ности (и вообще за длину какой-ни- 
будь конечной кривой) принимаютъ 
предёлЪ, къ которому стре- 
мится периметръ ломаной ли- 
н1и, вписанной въ эту дугу и 


А имфющей съ нею одни и т% же 

В концы, когда стороны этой ло- 

Черт. 255. маной неограниченно умень- 
шатотся. 


2871. СлЪдетв1я. 10. Равныя дуги и равныя окружности имбютъ одина- 
ковыя длины. 


„>“ 
В. 


ДЪйствительно, если дуги АВ и СО 

`` С (черт. 256) равны, то это значитъ, что опЪ 
при наложен1и совмфшаются. ВелЪдетв1е 

этого ломанныя лини, вписываемыя въ 

нихъ, можно брать совершенно одинако- 

выми. Но тогда периметры этихъ ломаныхъ 

будутъ, конечно, стремиться къ одному 

и тому же пред$лу; а этотъ предЪлъ, со- 


— >> 


А`\._ ..=" гласно опредЪлен1ю, и есть длина дуги 
7777 какъ АВ, такь и СШ. 
То же самое можно повторить о равныхъ 
Черт. 256. о е мож р равных 
окружностяхъ. 


29. Длина суммы дугъ равна суммЪБ длинъ этихъ дугъ. 

Бели дуга АВС (черт. 257) есть сумма двухъ дугь АВи ВС, то мы 
можемъ вписывать ломаную лин1ю въ дугу АВС 
такимъ образомъ, чтобы она всегда была со- 

|! ставлена изъ двухъ ломаныхъ, сходяшихся 
въ точкЪ В; тогда одна изъ нихъ будетъ впи- 
сана въ дугу АВ, а другая въ дугу ВС. При 
такомъ способЪ вписыван1я, очевидно, пре- 
дЪлъ, периметра ломаной, вписаной въ дугу 
АВС, равенъ суммЪ предфловъ периметровъ 
ломаныхъ, вписанныхъ въ дуги АВ и ВС: 


А\ 22 а это значитъ, что длина дуги АВС равна 
`—----7 сумм$ длинъ дугь АВ и ВОС. 
Черт. 257. Въ частности, напр., длина иЪлой окруж- 


ности, разложенной на н%еколько дугъ, равна 
сумм длинъ восЪфхъ этихъ дугъ. 
2838. Теорема. Длина дуги больше стягивающей ее хорды, 
но меньше всякой ломаной лин!и,`описанной около этой дуги 
и имБющей съ нею одни и ТЪ же концы. 
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1°. Пусть АСВ (черт. 258) есть дуга окружности, а АВ стяги- 
вающая ее хорда; требуется доказать, что длина дуги больше 
этой хорды.—Предположимъ, что въ дугу АСВ мы вписываемъ 
ломаныя лин1и по такому закону: первая ломаная пусть будетъ 
какая угодно, напр., ломаная, со- 
ставленная изъ 2-хъ хордъ АС и СВ; 


вторая ломаная пусть будеть АДСЁЕБ, | 

составленная изъ 4-хъ хордъ, при- 

чемъ вершины первой ломаной, т.-е. А" В 
точки А, Си В пусть входятъ также Черт. 258. 


ВЪ число вершинъ и второй ломаной. 
'Гретья ломаная (не указана на чертеж) пусть будеть такая, 
которая составлена изъ 8-ми хордъ, причемъ вершины второй 
ломаной, т.-е. точки А, О, С, Еи В, пусть входятъ также и въ 
число вершинъ третьей ломанной. Такимъ же образомъ впиеы- 
вается четвертая ломанзя, зат$мъ пятая и т. д. безъ конца. 
При такомъ закон вписыван!1я периметръ ломаной, съ каждымъ 
удвоен!емъ числа ея сторонъ, будеть все возрастать 
(напр., АД--РО-+СЕ-+ЕВ>АС- СВ, такъ какь АР-+ОС>АС 
и СЕ-+-ЕВ>СВ); велЪдетве этого преджлъ, къ которому стре- 
мится этотъ периметръ, долженъ быть больше периметра первой 
ломаной, т.-е. суммы АС-+СВ, и, значить, долженъ быть, и 
подавно, больше хорды АВ (53). Но пред$лъ, къ которому 
стремится периметръ вписанной ломанной лини принимается 
за длину дуги АБ; значитъ, эта длина больше хорды АВ. 
2°. Пусть ломаная лин!я АСВ (черт. 259) описана около 
дуги АВ и имЪетъ съ этою дугою одни и т8 же концы А и В; 
требуется доказать, что длина дуги С 
меныпе длины этой ломаной; дру- 


т, И, 
гими словами, требуется доказать, что 
пред$лъ Г, кь которому стремится 
периметръ выпуклой ломаной. ли-н1й | | 
вписанной въ дугу АВ, при неогра- 
Черт. 259. 


ниченномъ уменьшенти вя сторонъ, 
меньше суммы АС-+СВ, которую мы для краткости обозначимъ 
одною буквою 5. Для доказательства возьмемъ вспомогательную 
ломаную АттВ, которая получится, если мы ср$жемъ уголъ С 
какимъ-нибудь отр$зкомъ прямой тп, не перес каю- 
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щимся съ дугою АВ (что всегда возможно, если ло- 
маная АСВ описана, т.-е. составлена изъ касательныхъ). 
Обозначимъ длину этой вспомогательной ломаной буквою 51. 
Такъ какъ тп<тО--Сп, то 8:<8. Докажемъ теперь, что п ре- 
д$льъ Г не можетъ быть больше 5:. Предпо- 
ложимъ противное, т.-е. что Г./>>5;. Такъь какь перемнная 
величина приближается къ своему предЪлу какъ угодно близко, 
то периметръ вписанной въ дугу АВ ломаной лини, при до- 
статочномъ уменьшен ея сторонъ, можеть приблизиться къ 
своему пред$лу Г настолько близко, что разность между Г 
и этимь периметромъ сд$лается меньше постоянной разности 
Г—5!:; тогда, значитъ, периметръ вписанной ломанной сд$лается 
больше 5:1. Но это невозможно, такъ какъ всякая выпуклая 
ломаная лин1я, вписанная въ дугу АВ, есть объемлемая 
по отношен1ю кь объемлющей ломаной АттВ, и потому 
первая должна быть меньше второй (55). Сл$д., нельзя до- 
пустить, что Г/>8\; значить, Г.< 5: и такь какъ 9,<8, то 1<В. 


289. ЗамЪчан!е. Доказательство обфихь частей этой 
теоремы остается въ полной сил$ и тогда, когда дуга, о которой 
говорится въ теорем, будеть не дуга окружности, а часть ка- 
кой-нибудь иной кривой, лишь бы только эта часть кривой 
была выпуклая, т.-е. такая, которая расположена по одну 
сторону отъ каждой своей касательной. 


290. СлЪдетве. Пусть въ данную окружность (черт. 260) 
вписанъ какой-нибудь выпуклый многоугольникь АВС и 
описанъ какой-нибудь многоугольникь ММРОВ. Такъ какъ 
дуга АВ больше хорды АВ, дуга ВС 
больше хорды ВС и т. д., то влина 
окружности больше периметра вписаннаго 
многоугольника. Съ другой стрроны, такъ 
какъ дуга аб меньше описанной лома- 
ной лийи аМ--МЬ, дуга Бе меньше 
описанной ломаной лийи  БМЪ-М№ 
и т. д., то. длина окружности меньше 
периметра описаннаго многоугольника. 

Черт. 260. Напр., длина окружности больше 
периметра правильнаго вписаннаго шестиугольника и меньше 
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периметра описаннаго квадрата; значить, длина окружности 
больше 6-ти радусовь и меньше 8-ми радлтусовъ (такъ какъ 
сторона правильнаго вписаннаго шестиугольника равна ра- 
Д1усу, а сторона описаннаго квадрата равна д1аметру). 

Для болфе точнаго вычисленя длины окружности въ за- _ 
висимости оть рад1туса докажемъ слЗдующую теорему. 

291. Теорема. Длины окружностей относятся, какъ ихъ 
радтусы или д!аметры. 

Пусть`В и В, (черт. 961) будуть рад1усы двухъ окружностей, 
а Си С, ихъ длины; требуется доказать! что 

С: С:=8В : В, =2В :9В.. 

Впишемъь въ дан- 
ныя окружности ка- 
к1е-нибудь правиль- 
ные одноименные мно- 
гоугольники (напри- 
мфръ,  шестиуголь- 
ники) и зат$мъ во- 
образимъ, что число 
ихъ сторонъ одновре- 
менно неограниченно 
удваивается (т.-е. вмЪсто шестиугольниковъ берутся правиль- 
ные вписанные 12-утольники, затЪмь 24-угольники, 48-уголь- 
ники и т. д. безъ конца). Обозначимъ перем нные периметры 
этихъ многоугольниковъ черезъь ри ф1. Тогда будемъ имЪть 
пропорщю (263): 


Черт. 261. 


ф:т1:1=В: В.. 
Но если перем$нныя величины сохраняють одно и то же отно- 
шен1е, то пред$лы ихь находятся въ томъ же отношен1и (282); 
пред$лы же периметровъ р и р. суть длины окружностей Си Ст; 
значить: | | 
С: С:=В: В.. 
Умноживъ оба члена второго отношеня на 2 (отчего отношен1е 
не измфнится), получимъ: 
С: С:=28:38.. 
292. СлЪдетвИЯ. 1°. Переставивъ въ посл дней пропорщи 
средн1е члены, получимъ: 
С: 2В=0(. : ЭВ,, 
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т.-е. отношен1е одной окружности къ своему д1аметру равно 
отношен1ю другой окружности къ своему д1аметру; другими 
словами: отношенге окружности къ своему дгаметру есть число посто- 
янное для веБхъ окружностей. 
°— Это постоянное число принято обозначать греческою бук- 
вою т *). 

2°. Зная радусъь и отношеше окружности къ своему д1а- 
метру, т.-е. число п, мы можемъ вычислит". ДЛИНУ окружности 
изъ равенства: 

С: 3ЁВ=х; откуда С=Вж=В.9т, 

т.-е. длина окружности равна произведен!ю ея д’аметра на число 
п, или произведению ея рад’уса на удвоенное числох. 


Чаще всего формулу для длины окружности пишуть такъ: 
(= В. 


293. Поняще о вычиелен!и п. Доказано, что отно- 
шен1е окружности къ дламетру не можеть быть выражено точно 
ни цфлымъ, ни дробнымъ числомь **). Но можно найти при- 
ближенное значен1е п съ какою угодно точностью. Укажемъ 
одинъ изъ способовъ этого вычисленя. 

Если рад1усъ ‘примемъ за единицу длины, то длина окруж- 
ности выразится числомъ 2п. Поэтому можно сказать, что п 
есть длина полу окружности единичнаго раду! са. 
Чтобы вычислить полу окружность съ н®которымъ приближе- 
немъ, находять полу периметры правильныхь вписанныхъ 
мн-нковъ, которые получаютъ черезъ удвоен1е числа сторонъ ка- 
кого-нибудь одного изъ нихъ, напр., шестиугольника. Для 


*) Обозначен{е это введено, по всей вЪроятности, въ ХУП стол ти. 
Буква * (пи) есть начальная буква греческаго слова перкериа 
(окружность). о 

**) Отношен!е окружности къ д1аметру есть число не только не- 
соизмЗ римое, но и трансцендентное, т.-е. такое, ко- 
торое не можетъ служить корнемъ никакого алгеб раическаго 
уравнен1я съ рал1ональными коэффишентами (впервые это 
было доказано въ 1882 г. ньмецкимъ математикомь Ф. Лин де- 
маномъ). Отсюда можно вывести заключене, что помощью пир- 
куля и линейки нельзя рзшить построенйемъ задачуо выпрямле- 
н1и окружности, т.-е. нельзя построить такой отрЗзокъ 
прямой, длина котораго въ точности равнялась бы длин данной 
окружности. 
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этого предварительно находять длины сторонъ этихъ мн-ковъ, 
а затёмъ полупериметры. Обозначая, по принятому, черезъ а 
сторону правильнаго вписаннаго мн-ка, им$ющаго п сторонъ, 
будемъ имЪть: 
ав =ИА=1. 
ПримЪняя формулу удвоен!я, выведенную нами ране (273): 


а? 
а„=98*—2В]/ В", 
4 


—=— 


1 — 
находимъ: а1.—=2— 2 1 —1 == Уз=0.26795... 


Посл этого, пользуясь тою же формулою, послфдовательно 
вычисляемъ: 


о або 2 а 
ао =2—8 1; 48 =2 —2 1 зитд 


Положимъ, что мы прекратили удвоен1е на 96-угольник%. 
Чтобы получить его полупериметръ, надо сторону умножить 
на 48. Сд$лавъ вс упрощен1я и вычисленя, пайдемъ (обо- 
значая периметръ буквою ф съ соотвЪтетвующимъ знакомъ): 


1 
оР96 —3,1410319... 


Если полупериметръ 96-угольника примемъ за длину полу- 
окружности, то, конечно, сд$лаемъ н%которую потрфшность. 
Чтобы судить о величин ея, вычислимъ еще полупериметръ 
правильнаго описаннаго 96-угольника Для этото вос- 
пользуемся формулою, дающею выражение для стороны описан- 
наго мн-ка по рад1усу и сторонЪ вписаннаго (271): 


Ва9в __ 096 


ем мА 
96 й 2 2 
а Ч чб. 
и В2— 8 у! —- 86; 
, 4 4 
1 
отсюда: — Ре ——_—_—_—_ 
” 1 ав 1 496 
4. 4 


гд$ Р%з означаеть периметръь описаннаго 96-утольника. Под- 
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ставивъ на, м$сто 1/рз и аз найденныя прежде числа и сд®лавъ 
вычислен1я, найдемъ: 


1 
5Р=8,1497146... 


Полуокружность боле полупериметра, вписаннаго, но меньше 
полупериметра описаннаго 96-угольника (290); поэтому она 
отличается отъ каждаго изъ этихь полупериметровъ меньше, 
чВмъ они разнятся между собою. Сравнивая два числа, найден- 
ныЯ для '/ ров и /›Рзз, замЪчаемъ, что у нихъ одинаковы цфлыя, 
десятыя и сотыя доли; слЪд., разность между этими полупери- 
метрами меньше 1/5. Поэтому, если положимъ, что п=3.14, 
то получимъ приближенное значен1е п съ точностью до 0.01, 
при чемъ это значен!е будеть с ъ недостатком ъ, такъ 
какъ оно меньше '/›рз и, слфд., подавно меньше полу. 
окружности. 

Если подобнымъ образомъ продолжимъ вычислен!е до полу- 
чен1я полупериметра мн-ка о 6144 сторонахъ, то получимъ 
сл$дующее число (съ недостаткомъ), точное до одной милл1онной: 


п—3,141 592. 


Для практическихь пЪфлей достаточно запомнить три или 
четыре цыфры этого числа, а въ случа особенной точности 
можно довольствоваться такимъ приближеннымъ значен1емъ 
(съ избыткомъ) числа п, выраженнымъ 5-ю цыфрами: 


п=3,1416. 


Нолезно также запомнить нфсколько цыфръ числа 


1 
_ —0,318 3098..., 
и" 


часто встр$чающагося при вычисленяхъ. 

294. Архимедово и Мещево отношен!я. Архи- 
медъ, знаменитый сиракузск1й геометръ, живший въ Ш в%к% 
до Р. Хр., нашелъ для т весьма простое число ??/., т.-е. 31/.. 
Это число нфеколько боле т и разнится отъ него мене, чЁмъ 
на 2 тысячныхъ. 

Адр1анъ Мец!йЙ, голландсый геометръь ХУТ стол тя, 
далъ. для отношен1я окружности къ д1аметру число 355/.3, ко- 
торое превосходить точное значенле п менЪе, чфмъ на полу- 


— 285 — 


милл10онную ; его легко запомнить по слфдующему пра- 
вилу: написавъ по 2 раза первыя три нечетныя цыфры: 


113 | 355, 


слФдуеть посл$де!я три взять числителемъ, а первыя знамена- 
телемъ. | . 

Ученые позднфйшаго времени, пользуясь упрощенными спо- 
собами (которые указываются высшей математикой), вычислили п 
съ точностью, далеко превосходящею всявя практическя тре- 
бован1я (такьъ, Шенксъ въ 1873 году нашелъ 707 десятич- 
ныхъ знаковъ числа т *). 


295. Длина дуги въ ип’. Такь какъ длина всей окруж- 


нос 2п В 1° ти т ** 
ти есть т то длина, —- 
, Д дуги ВЪ равна 0 —150 ); 
сл$д., длина $ дуги, содержащей я°, выразится такъ: 
тВп 
180 


Если дуга выражена въ. минутахъ (п’) или въ секундахъ (п’’), 
то длина ея опред$лится формулами: 


- —_ тВп — тВп 
1150.60. И 15060.60. 


*) Для запоминан1я довольно длиннаго ряда пыфръ, выражающихъ 
число п, можно пользоваться слЗдующшимъ франиузекимъ двустишемъ: 
О це а! ше & !а!1ге арргепаге 

Оп пом ге чё{!!е ацчх ПВоштштев! 
нли слздуюшимъ русскимъ (придуманнымъ покойнымъ преподавате- 
лемъ Нижегородской гимназии Шенрокомъ: 

Кто и шутя, и скоро пожелаетъ 

Пи узнать число, ужъ внаетъ! 

Если, выписать въ рядъ числа буквъ, заключающихся въ каждомъ 

слов этихъ фразъ, то получимъ для п приближенное число (съ из- 
быткомъ) 3,1415926536, вЁрное до одной половины десятибилл1онной. 


**) Цвлую окружность можно разсматривать, какъ сумму 860 дугъ, 
равныхъ одному градусу; и такъ какъ длина суммы дугъ равна суммЪ 
длинЪъ этихъ дугь (287, 92°), то дуга въ 1° должна имЪть длину, въ 
360 разъ меньшую длины илой окружности. Длина дуги въ 7° есть 
сумма п‘дугъ въ 1°; поэтому она должна быть въ й разъ больше длины 
дуги. въ 1°. 


— 226 — 


2Э6. Задача 1-я. Вычислить съ точностью до 
1 миллиметра рад1усъ такой окружности, 
которой дуга, содержащая 81° 791’ 36’, равна 
0,452 метра. 

Обративъ 81° 21’ 36’’вь секунды, получимъ число 999896. 


_ ТВ. 292896 
Изъ уравнен1я: 0,452 о - 60 50 
0,452 . 180. 60.60 1 

находимъ: — 292806 === 0,318 (метра). 


Задача 2-я. Опред$ лить число градусовъ 
дуги, которой длина равна рад!усу. 

ЗамЪнивъ въ формулЪ, опред$ляющей длину дуги въ и’, 
величину $ на А, получимъ уравнен!е: 


_ Ап _ ТВ 
180 ИИ 1180; 
180 1 
откуда: п —=180. - —180. 0,3183098 . 


“ 


—57°,295764 =57°17'44”' 8. 


Теорема, служащая основан1емть для опредВлешя 
длины окружности. `` 


(См. 8 286). 


297. При доказательствЪ этой теоремы, мы будемъ основываться 
на слздующихъ почти очевидныхъ истинахъ: 

1° Если перемфнная величина, измБняясь, все увеличивазтся, но при этомъ 
оста`тся меньше н5ноторой постоянной величины, то она имЪетъ предёлъ. 

2 Если пеземфнная величина, измфняясь, все? уменьшается, но при этомъ 
остается больш? нЁкоторой постоянной величины, то она имфетъ предфлъ. ‘ 

3° Ебли разность дзухь перемфнныхь величинъ стремится - къ нулю, и одна 
узъ этихь величинъ имфетъ предфлъ, то другая иметь тотъ же предЪлъ. 

298. Теорема. Периметръ выпуклаго многоугольника, вписаннаго въ 
окружность, стремится къ предблу, когда стороны этого многоугольника не- 
ограниченно уменьшаются (и, слЪд., число сторонъ неограниченно 
увеличивается); предфлъ этототъь не зависить отъ закока, го которому сто- 
роны многоугольника уменьшаются. у 

Пусть АВСЬЕ (черт. 262) есть какой-нибудь выпуклый много- 
угольникъ, вписанный въ данную окружность. 
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Проведемъ черезъ всЪ его вершины касательныя къ окружности 
до взаимнаго пересЪчен1я. Тогда получимъ описанный 
мн-къ КГЕММР. Условимся называть 
такой описанный мн-къ соотв т- 
ственнымъ для вписаннаго мн-ка 
АВСПЕ. 

Доказательство наше будетъ состоять 
изъ слЪдующихъ трехъ частей: 

1°. Пусть ф есть периметръ какого 
угодно вписаннаго, а Р периметръ со- 
отв фтетвеннаго описаннаго 
мн-ка *). Докажемъ, что разность РЫ—р 
стремится къ 0, когда стороны вписан- 
наго мн-ка стремятся къ 0 по какому Черт. 262. 
угодно закону. Для этого предварительно 
найдемъ предЪлъ отношен1я Р:ф. Изъ вершинъ К, Г, М, М... опу- 
стимъ перпендикуляры на стороны вписаннаго многоугольника. Тогда 

Р=АГ-+ ГВ+ВМ-- МС--СМ--МО-+ЬР-... 
р= 41-4В- Вт-тС-Сп-п В Бр-... (1) 
Изъ алгебры извЪстно, **) что величина дроби: 
Р_ АЁГ--ЁЕВ-+ВМ-..... 
р АВА Вт-..... 
заключается между меньшею и большею изъ дробей: 


АГ ТВ ВМ 
А’ 48’ Вт’ - (2) 


Докажемъ, что при неограниченномъ уменьшенйи сторонъ вписан- 
наго многоугольника каждая изъ этихъ дробей стремится къ пре- 


. АГ 
дЪълу 1. Возьмемъ какую-нибудь одну изъ нихъ, напр. Г. Изъ пря- 


моугольнаго тр—-ка АШ (черт. 262) мы усматриваемъ, что _ 
АГ 1 
А1= АГ с0оз А; откуда Я 208А` 
Когда стороны вписаннаго многоугольника стремятся къ 0, уголъ А, 
составленный касательною АЁ и хордою АВ, также стремится къ О 


А 
(297); слЪд., с0озА стремится при этомъ къ 1, и потому отношене т 


также имЪетъ предЪзломъ 1. Такъ какъ это разсужден!е можно при- 
мфнчть ко всякому тр—ку чертежа 262-го, то, значитъ, каждая дробь 
изъ ряда (2) имфетъ пред$ломъ 1. 


Отсюда слЪдуетъ, что и пред$лъ отношен1я ф также равенъ 1. 


*) Не должно смфшивать эгихъ буквъ съ Такими же, поставлен- 
ными на черт. 262. 

`**) См., напр., «Элементарная алгебра» А. Кисе- 
лева, 8 264 (изд. 23-е и слЗд.). 
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Доказавъ это, возьмемъ азность Р—р и представимъ ее такъ: 
р р р 
р=р р 


Отношен]е т стремится, по доказанному, къ 1; слфд.., разность 


р 

въ которомъ рф есть величина конечная (такъ какъ периметръ любого 
вписаннаго мн—ка всегда остается меньше периметра всякаго описан- 
наго), также стремится къ 0; значить, то же самое можно сказать 
Оо разности Р-р. 


2°. Докажемъ теперь, что периметръ вписаннаго мн—ка стремится 
къ предЪфлу при сл5дуюшемь частномъ закон вписываня. 
Впишемъ въ кругъ правильный тр—къ; затЪмъ удвоимъ число сто- 
ронъ, т.-е. возьмемъ правильный вписанный 6-угольникъ; далЪе 
уУдвоимъ опять число сторонъ, т.-е. возьмемъ правильный 12-уголь- 
никъ; вообразимъ, что этотъ процессъ удвоен!я идетъ безъ конца. 
Тогда периметры такихъ вписанныхъ многоугольниковъ, увели- 
чиваясь съ каждымьъ удвоен1емъ, все будуть воз- 
растать, оставаясь однако меньше периметра лпобого описаннаго 
мн—ка (напр., квадрата); вслЪдотв1е этого периметръ вписаннаго 
мн——ка, стороны котораго стремятся къ 0 по этому частному закону, 
иметь предЪълъ. Обозначимъ его черезъ ТГ. Тотъ же `пред$лъ имЪетъ 
и периметръ соотвЪтственнаго описаннаго мн—ка, такъ какъ, по 
доказанному, разность между этими периметрами стремится къ 0. 


г Р 
р 1 стремится къ 0; волЪдетв!е этого и произведене р 5—1). 


3°. Докажемъ, наконецъ, что къ тому же предзлу Т стремится 
периметръ вписаннаго мн——ка, стороны котораго уменьшаются по 
какому угодно закону. 

Пусть р, есть перемънный периметръ вписаннаго мн—ка, котораго 
стороны уменьшаются по произвольному закону, а р периметръ 
вписаннаго мн—ка, стороны котораго уменьшаются по указанному 
выше частному закону; положимъ ецте, что Р; и Р будуть периметры 
соотвзтственныхъ описанныхъ многоугольниковъ. По доказанному 
въ части 1° этого изложен]1я, разности: 

Р/у—р: и Р-р 
стремятся къ 0. Поэтому и сумма ихъ должна стремиться къ 0. Но 
эту сумму можно представить такъ: 
(Р.—р-+(Р—р)). 

Такъ какъ периметръ выпуклаго многоугольника меньше пери- 
метра всякаго другого многоугольника, объемлющаго его, то р«Р, 
и Р1<Р; слВд., обЪ разности Р.—ри Ру, положительны; сумма же 
положительныхъ слагаемыхъ стремится къ 0 только тогда, когда, 
каждое слагаемое стремится къ 0; слЪд., разности Р/—р и Рф 
стремятся къ 0. Но величины ри Р имЪютъ обций предЪлъ Т; слЪд. 
(297, 3°), величины р: и Р; имЪютъь тотъ же предфлъ Т. 


— 229 — 


Такимъ образомъ, предфлъ периметра существуетъ и не зависить 
отъь закона, по которому стороны вписаннаго мн—ка уменьшаются. 


Зам чан!е. ПримЪняя изложенное доказательство не къ пзлой 
окружности, а къ какой-нибудь ея части, или вообше къ какой- 
нибудь конечной выпуклой кривой (кривую не выпуклую 
можно разбить на выпуклыя части), мы можемъ доказать эту теорему 
0 отношен1ю къ псриметру ломаной лини, вписанной въ эту конеч- 


ную кривую. 


УПРАЖНЕНТЯ. 


255. Доказать, что въ двухъ кругахъ отношен!е пентральныхъ 
угловъ, соотвзтетвующшихъ дугамъ, имфюшимъ одинаковую длину 
равно обратному отношен!ю радусовъ. 

256. Какъ велика будеть ошибка, если вмЪето полуокружности 
возьмемъ сумму стороны правильнаго вписаннаго треугольника и 
стороны вписаннаго квадрата? 

257. На окружности взята точка Аи черезъ нее проведены: д1а- 
метръ АВ, сторона правильнаго вписаннаго 6-угольника АС и каса- 
тельная ММ. Изъ центра О опушенъ на АС перпендикуляръ и про- 
долженъ до перес$чен1я съ касательною въ точкЪ О. Оть этой точки 
отложена по касательной (черезъ точку 4) прямая ОЕ, равная 3 ра- 
д1у.амъ. Точка Е соединена съ кониомъ даметра В. Опредзлить, 
:акъ велика погрфшность, если прямую ВЕ возьмемъ за длину полу- 
окружности *). 

258. На д1аметрЪ данной полуокружности построены двЪ равныя 
полфокружности и въ ту часть плоскости, которая заключена между 
тремя полуокружностями, вписанъ кругъ. Доказать, что д1аметръ 
этого круга относится къ д1аметру равныхъ полуокружностей, 
какъ 2:3. 

259. Вычислить въ градусахъ, минутахъ и секундахъ дугу, равную 
рад1усу (рЪшен1е въ текстЪ, стр. 296). 

260. Вычислить длину одного градуса земного экватора, принимая 
радуръ земли въ 859 геогр. миль. 


*) Доказано, что посрсдетвомъ ииркуля и линейки нЪтъ возмсж- 
ности гостроить таквую конечную прямую, которая въ точности равня- 
Лась бы длин окружности (задача о сп рямлен{1и окруж- 
ности невозможна, см. выноску къ 8 293). Однако есть нфеколько 
способовь для приближеннаго спрямлен1я. Въ задачахъ 256 и 257 
указаны два изъ этихъ способовъ. Посл дн!Й изъ нихъ, принадле- 
жац!й польскому 1езуиту Коханском У (1683), замЪчателенъ 
Т$мъ, что можетъ быть выполненъ однимъ растворен1емъ циркуля, 
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КНИГА У. 


ИЗМЪРЕНЕ?" ПЛОЩАДЕЙ. 


ГЛАВА Т. 
Площади многоугольниковъ. 


299. Основныя допущенйя о площадяхЪ. Часть 
плоскости, заключенная внутри многоугольника или другой 
какой-нибудь плоской ‚ Фигуры наз. площадью этой дфи- 
гуры. 

Площадь фигуры мы можемъ разсматривать, какь вели- 
чи ы У особаго рода, если примемь слфдующя допущентя: 

. Равныя фигуры (т.-е. такя, которыя могутъ быть 
овен при наложени) им $ ютъ равныя площади 
независимо отъ ихъ положен!я въ про- 
странств%. 

2”. Площадь какой-нибудь фигуры (напр., 
изображенной на черт. 263), со- 
стоящей изъ н $Зесколь- 
кихъ частей (М, М...), при- 
нимается за сумму пло- 
щадей этихъ частей. 

300. СлЪдетв1я. 1°. П%о. 
щадьфигуры большепло- 
‚ Щади ‘каждой ея части, 

Черт, 263. такь какъ сумма положительныхь 

величинъ больше каждаго слагаемаго. 

2°. Если фигура состоить изъ 9-хъ частей (черт. 263), то пло- 

щадь каждой части разсматривается, какъ разность между 
площадью цфлой фигуры и площадью другой ея части. 

3°. Если фигуры (напр., изображенныя на черт. 264) состоятъ 
изъ одинаковаго числа частей (А, В...,), соотв $ тетвенно 
другъ другу равныхтъ, то площади такихъ фигуръ, 
представляя собою суммы соотв тетвенно равныхъ слагаемыхъ, 
считаются равными независимо оть того, какъ расположены 
эти части относительно другьъ друга. 
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4°. Фигуры, площади которыхъ можно разсматривать, какъ 
разности площа- 
дей равныхъ фигуръ, 
имфють одинаксвыя пло- 
шади. Мы вскорЪ ветрЪ- 
тимъ такой случай (308). 

Мы видимъ такимьъ обра- 
зомъ, что могуть быть фи- 
гуры, которыя нельзя на- 
звать равными (такь какъ онЪ не могуть быть совм щены), 
но которыя однако имфють равныя площади; таковы, напр, 
прямоугольникъ, параллелограммъ и треугольникъ, изобра- 
женные на черт. 264 

Фигуры, имфющутя равныя площади, назы- 
ваются равновеликими. 

Равныя фигуры всегда равновелики, но равновеликля фигуры 
не всегда равны. 

301. ЗамЪчан1я. 1°. Относительно указанныхъ допушенйй о пло- 
шадяхъ возникаеть слздуюций важный вопросъ. Положимъ, что, 
разбивь данную фигуру на нЪкоторое число частей произвольной 
формы, мы перемъшаемъ эти части разнообразными способами (по- 
добно тому, какъ на черт. 264-мъ перем$шены части Аи В); мы будемъ 
тогда получать различныя новыя фигуры. Не можетъ ли при этомъ 
получиться и такая фигура, которая, помфшенная на начальную 
фигуру или на какую-нибудь изъ образовавшихся изъ нея новыхъ 
фигуръ, вся уместится внутри этой фигуры? Если бы это 
случилось, то мы имЗли бы тогда дв фигуры, которыя, съ одной сто- ` 
роны, состоя изъ одинаковаго числа попарно совм шающихся частей, 
должны считаться равновеликими; ‘а съ другой стороны, та изъ нихъ, 
которая способна поместиться внутри другой и, такимъ образомъ, мо- 
жетъ составить часть этой другой, должна считаться меньшей изъ двухъ. 
Тогда указанныя допушен1я о равенствЪ и неравенств площадей теря- 
ли бы всяк!Й смыслъ, такъ какъ, согласно этимъ допушен1ямъ, двЪ пло- 
тади могли бы одновременно считаться и равными, и неравными. 

Впервые обратилъ вниман!е на этотъ вопросъ итал1анск1й мате- 
матикь Де-Цольтъ, который (въ 1881 г.) пытался доказать 
(но неудачно), что многоугольникъ никогда не мо- 
жетъ оказаться равновеликимъ своей части 
(и, значитъ, предположенный нами случай невозможенъ). Это 
предложен1е Де-Цольта принималось сначала, какъ 
недоказуемый постулатъ равновеликости, но затЪмъ 
(въ кони ХХ столЪт1я) оно было строго доказано (С. Шату- 


Ц 


= 
Ц] 


Черт. 264. 
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новскимъ, Гильбертомъ и др.). Мы опускаемъ эти 
доказательства по причин ихъ сложности. 

2°. Различаютъ равновеликость двухъ Фодовъ; одна’ изъ нихь 
указана въ отдВлен!и 3° параграфа 300-го, другая—въ отдЪлен{и 4° 
того же параграфа. Первую можно назвать равновеликостью «по 
разложен |{ юз», вторую—равновеликостью «по дополне- 
н 10». ДъЪйствительно, равновеликость 1-го рода можетъ быть вы- 
сказана такъ: дв фигуры считаются равновели- 
кими, если он могутъ быть разложены на одина- 
ковое число частей, соотв Ътственно другъ 
другу равныхъ, а равновеликость 2-го рода можетъ быть 
выражена такъз: дв фигуры считаются равнове- 
ликими, если ихъ можно дополнипъ равными 
другъ другу фигурами такимъ образомъ, что 
образовавш}1 яся суммы представляютъ собою 
тоже равныя фигуры. ПримЪромъ равновеликости по 


разложенйо служатъ фигуры, указанныя на черт. 264; какъ примзръ 
равновеликости по дополнен!ю можно указать пар—мъ АВСОШ и 
прям—къ АЕРО черт. 270-го. Дъиствительно, обЪ эти фигуры 
даютъ одну и ту же трапецио АЁСО, если пар—мъ дополнимъ тр—комъ 
АЕВ, а прям—къ дополнимъ тр-—комъ `2ЕС, равнымь ЛАЕВ. 

Для прямолинейныхъ фигуръ доказано, что равновеликость `по 
дополнен1ю есть вмЪстВ съ тЪмъ и равновеликость по разложен1ю. 
Частный случай этой истины доказанъ нами въ $ 309 помощью чер- 
тежа 273-го. 

3°. Можно также доказать, что дв фигуры, равно- 
велик}! я одной и ТОЙ же третьей фигурв, рав - 
новелики и между собою. Мы принимаемъ эту истину 
безъ доказательства. 


302. Единица площади. За единицу площади при из- 
мфрени ихъ обывновенно беруть площадь такото квадрата, 
у котораго сторона равна линейной единиц%; таковы, напр. 
квадратный метръ, квадратный аршинъ и т. п. 

Отношен1е двухъ квадратныхъ единицъ, 
разныхъ названтй 


Е ЕЕ равно второй сте- 
Е Е пени отношен1я т%хЪъ 
ЕЕ линейныхъ единицт, 
ЕЕ которыя служатъ сто- 
Е ее ронами для этихъ 
ЕЕ квадратныхъединицъ, 


Такъ, отношен1е квадратной. 
Черт. 265. сажени къ квадр. аршину 
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равно 32, т.-е. 9, что ясно видно изъ. чертежа 9265-го, на кото- 
ромъ менышй изъ двухъ квадратовъ изображаеть квадратный 
аршинъ, а @61льй— квадратную сажень. 


308. Понят!е о числЪ, измъряющемъ площадь. Пояснимъ 
наглядно, что слЪдуетъ разумЪть подъ чис лом ъ изм ряю- 
шимъ въ квадратныхъ единицахъ 'данную 
плошадь. 

Проведемъ двЪ взаймно- 
перпендикулярныя прямыя 
АВи СД (черт. 266) и затЪмъ 
построимъ рядъ прямыхъ, па- 
раллельныхъь АВ, и другой 
рядъ прямыхъ, параллель- 
ныхъ СО, причемъ разетоя- 
н1я между тЪми и другими 
прямыми возьмемъ одинако- 
выми, а именно равными 
какой-нибудь линейной еди- 
ни. Мы получимъ тогда 
сть квадратовъ, 
изъ которыхъ каждый пред- 
ставляетъ собою квадратную 
единицу. Вообразимъ, что на 
такую сЪть наложена та фи- 
гура, которой плошадь мы Черт. 266. 
желаемъ измЪрить (напр., данный кругъ, какъ изображено на чер- 
тежь 266). Тогда по отношенйю къ этой фигур всЪ квадраты сЪти 
можно раздлить на три рода: 1) внзшн1е квадраты, которые распо- 
ложены внЪ данной фигуры; 2) внутреныйе квадраты, которые лежать 
внутри фигуры (они покрыты на чертежБ двойными штрихами) и 
3) т квадраты, черезъ которые проходитъ контуръ фигуры и которые, 
слЪд., лежатъ частью внутри, частью внЪ данной фигуры (эти ква- 
драты на чертеж» покрыты простыми штрихами). Оставивъ безъ 
вниманйя внЪшне квадраты, сосчитаемъ отдзльно квадраты 2-го и' 
квадраты ‘3-го рода. Пусть первыхъ окажется т, а вторыхъ п. Тогда, 
очевидно, измВряемая плошадь больше т, но меньше т--п квадр. 
единицъ. Числа ти т-+п будутъ въ этомъ случа приближен- 
ныя м3ры данной плошади, первое число съ недостаткомъ 
а второе съ избыткомъ, причемъ погрЪшность меньше п квадр: ед. 
(меньше суммы тЪхъ квадратовъ, которые покрыты на нашемъ чертеж 
простыми штрихами). 

Чтобы получить боле точные результаты намъреня, унплот- 
ним \Ъ нашу сЪть квадратовъ, подраздвливъ каждый изъ нихъ на 
боле: мелк!е квадраты. `Наир., раздзлимъ стороны квадратовъ на’ 
10 равныхъ частей и черезъ точки раздЪла проведемъ рядъ прямыхъ, ' 
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параллельныхъ АВ, и другой рядъ прямыхъ, параллельныхъ СО. 
Мы разложимъ тогда каждый квадратъ сЪти на 100 мелкихъ квадра-, 
товъ, изъ которыхъ каждый составляетъ 1/,,, часть квадратной еди- 
ницы. Положимъ, что теперь всЪхъ внутреннихъ малыхъ квадратовъ 
будеть т’, а тзхъ, которые перес$каются контуромъ фигуры, пусть 
р 
. т 
окажется п’. Тогда изм$ряемая плошадь будетъ болЪе т, но мензе 
т” -- п” 
—100— квадратной единицы. Эти числа 6` дуть новыя приближенныя 
мъры изм8ряемой плошади, первое съ недостаткомъ, второе съ из- 


у 


`быткомъ, причемъ погрЬшность менЪе 100 КВадр. един. Не трудно 


убздиться, что эта погрфшность окажется менъе прежней погрфшности. 
ДЪйствительно, отъ каждаго изъ тЪъхь квадратовъ чертежа 266-го, 
которые покрыты простыми штрихами, отойдутъ теперь, во 1, тз 
части, которыя составлены малыми квадра- 
тами, лежашими вн фигуры, и во 2, ть 
части, которыя составлены малыми квадра- 
тами, лежацими внутри фигуры. Для ясности 
мы на черт. 267-мъ изобразили въ увеличен- 
номъ видЪ одинъ изъ квадратовъ, покрытыхъ 
'’на предыдущемъ чертежЪ простыми штрихами 
(именно, квадратъ, обозначенный буквою ®, 
раздзливъ его на 100 мелкихъ кнадратовъ. 
Черт. 267. Мы теперь ясно видимъ, что полоса, соста- 
вленная изъ малыхъ квадратовъ, черезъ которые проходитъ контуръ 
фигурыг (покрытая на черт. 267 простыми штрихами), значительно 
мензе всего большого квадрата. Такъ какъ это справедливо для 
каждаго квадрата чертежа 266-го, покрытаго простыми штрихами, 


Им 


то ясно, что погрЗшность, равная 100 КВадр. ед., менЪе погрЪшности, 


равной и квадр. сд. 

Если подраздЪзлимъь квадратную единицу на части еще болЪе 
мелк1я, то, произведя указаннымъ путемъ измзрен!е, мы получимъ 
приближенныя мЪры плошади еше съ меньшей погрЪшностью. 

Иногда (напр., при измвренйи площади прямоугольника, см. чер- 
тежь 268), поступая описаннымъ способомъ, мы можемъ получить 
точную м3Ъру плошади. Это будетъ тогда, когда контуръ_дан- 
ной фигуры представляетъ собою ломаную линйю,. которой стороны 
совпадаютъ съ частями прямыхь лиш, образуюшихъ сЪть квадра- 
товъ; въ этомъ случа, слЪд., не будеть совсЪмъ квадратовъ, про- 
р3ззываемыхъ контуромъ фигуры. Тогда число квадратовъ, лежащшихъ 
рнутри фигуры, составитъ точную мЪру изм$ряемой площади. Во всЪхъ 
остальныхъ случаяхъ указанный пр1емъ измЪренйя даетъ только 
приближенные результаты,. причемъ: погрЪшность можетъ быть сд%- 
лана какъ угодно малой. 
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Нредставимъ себЪ, что какими-нибудь соображен1ями мы нашли 
такое число @ (иВлое, дробное или несоизмВримое), которое оказы- 
вается ббльшимъ всякаго приближеннаго результата измзреня, 
взятаго съ недостаткомъ, и меньшимъ всякаго приближеннаго ре- 
зультата измзрен!я, взятаго съ избыткомъ; тогда такое число 
можетъ быть принято за точную мЪру измЪ - 
ряемой площади. 


Доказано, что такое число сушествуетъь для всякой площади и 
что оно не зависитъ отъ положен:я тВхъ прямыхъ АВи СР (черт. 266), 
параллельно которымъ проводятся лин!йи сЪти. *) Число это обладаетъ 
слздующими двумя свойствами: при одной и той же ква- 
дратной единиц 1) плошадямъ равныхъ фи- 
гуръ (совм$ шающихся) соотв $ тетвуютъ равныя 
числа и 2) суммЪ плошадей (299, соотвзт- 
ствуетъ сумма чиселъ. Отсюда елздуетъ, что ббльшей 
площади соотвЪтствуеть ббльшее число, равновеликимъ фигурамъ 
соотвзтствуютъ равныя числа, и т. п. 


304. Основане и высота. Изм$рене площади только 
въ р$дкихь случаяхьъ могло бы быть выполнено непосредетвен- 
нымъ наложен1емъ квадратной единицы. Большею частью пло- 
щади приходится измЪрять косвенно, посредствомъ измзревшя 
НЪкоторыхь линйЙ фигуры. 


Условимся одну изъ сторонъ треугольника или параллело- 
грамма называть основан1емъ этихъ фигуръ, а перпен- 
`дикуляръ, опущенный на эту сторону изъ вершины тр-ка или 
изъ какой-нибудь точки противоположной стороны параллело- 
грамма, будемъ называть высотою. 


Въ прямоугольникЪ за высоту можно взять сторону, перпен- 
дикулярную кь той, которая принята за основане. 


Въ трапеши основан1ями называють 06$ параллельныя сто- 
роны, а высотою—0обиай перпендикуляръ между ними. 


Основан1е и высота прямоугольника наз. его изм $ре- 
н1я ми. 


305. Теорема. Площадь прямоугольника равна произве- 
денню его основания на высоту. 


*) См. \М. К!1!111пе апа Ноуезаа Е-Напёьасв ез 
шафрета 1зереп Отцегг1с, 1 Вапа. 1910. 
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Это краткое предложен1е надо понимать такъ: чи сло, 
выражающее площадь прямоугольника 
въ квадратныхьъ единицахъ, равно произ- 
веден1ю.чиселт, выражающихь основан1е 
и высоту его въ соотв Зтствующихъ линей- 
ныхъ единицахъь 

При доказательств» разсмотримъ особо слЗдующе три случая: 

1".. Основан1еи высота, измБренныя одной 
И ТОЙ же единицей, выражаются ц$лыми 
числами. —_ 

Пусть у даннаго прямоугольника (черт. 268) основане равно 
ЦЗлому числу $ линейныхь единицъ, а высота-——цфлому числу № 

| тзхъ же единиць. РаздвливЪъ основан!е 
на 6 и высоту на й равныхь частей, про- 
ведемъ черезъ точки разд$ла рядъ прямыхь, 
параллельныхь высотф, и другой рядъ 
прямыхь, параллельныхъ основаню. Отъь 
взаимнаго перес$чен1я этихъ прямыхь обра- 
зуются нзкоторые четыреугольники. Возь- 
мемъ какой-нибудь одинъ изъ нихъ, напр., 
| четыреугольникъ К (покрытый на чертеж 
Черт. 268. штрихами). Такъ какъ стороны этого че- 
гыреугольника, го построен!ю, параллельны соотв тствующимъ 
сторонамъ даннаго прямоугольника, то всё углы его прямые: 
значить, четыреугольникъ Ё есть прямоугольникъ. Съ другой 
стороны каждая сторона этого прямоутольника равна разстоя- 
н1ю между сосЗдними параллельными прямыми, т.-е. равна одной 
и той же линейной единиц. Значитьъ, прямоутольникъ й пред- 
ставляеть с00%0 квадратъ; а именно ту квадратную единицу, 
которая соотвЗтствуетъ взятой линейной единиц$ (если, напр., 
основан1е и высота были измфрены линеёнулми сантиметрами, 
то квадрать й есть квадратный сантиметръ). Такъ какъ сказанное 
объ одномъ четыреугольник$ можеть быть повторено о всякомъ 
другомъ, то, значить, проведеемъ указанныхъ параллель- 
ныхъ прямыхъ-мы разбиваемъ всю площадь даннаго прямоутоль- 
ника на квадратныя единицы. Найдемъ ихъ число. Очевидно, что 
рядъ прямыхъ, параллельныхь основанпо, раздфлявть прямо- 
угольникъ на столько равныхъ горизонтальныхь полосъ, сколько 
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въ высотВ содержится линейныхъ единицъ, т.-е. на й равныхъ 
полосъ. Сь другой стороны рядъ прямыхъ, параллельныхъ 
высот$, разбиваетъь каждую горизонтальную полосу на столгко 
квадратныхъ единицъ, сколько въ основан1и содержится линей- 
ныхъ единицъ т.-е. на $ квадратныхъ единицъ. Значитъ, всЪхъЪ 
квадратныхъ единицъ окажется 6.1. Такимъ образомъ: 


площадь прямоугольника =5й, 
т.-е. она равна произведен1ю основан1я на высоту. 


Основан1е и высота, изм$ренныя од- 
ною и тою же единицею, выражаются 
дробными числами. 


Пусть у даннаго прямоугольника: 


. _ ШТ р 
основане- лин. ед.; высота = ато же ед., 


причемъ мы не исключаемъ и тотъ случай, когда какая-нибудь 
изъ этихъ дробей равна цфлому числу. 


Приведя дроби къ одипаковому знаменателю, получимъ: 


. 74 рп 
основан1е=—; высота = —*. 
14 14 


Примемъ 1 долю линейной единицы за новую единицу длины. 
Тогда мы можемъ сказать, что основан1е содержить т этихь 
новыхъ единицъ, а высота ри т$хъ же единицъ. Значитъ, по до- 
казанному въ случаз 1°, площадь прямоугольника равна 
(т9) (фтп) такихъ’квадратныхъ единицъ, которыя соотв тетвують 
новой единицф длины. Но эта квадр. единица составляетъ 1/„а)* 

‘часть квадр. единицы, соотв$тетвующей прежней линейной 
единиц зы значить, площадь прямоугольника равна: 
‚ (т4) (фп)= ео р. 
(п ат 14° т па 

3°. Основан1е и высота (или только одно изъ этихъ 
измВренй) несоизм$римы съ единицей длины 
и, СЛЗд., выражаются несоизм$римыми 
числами, 


— 238 — 


Пусть основан!е АВ прямоутольника АВС (черт. 269) вы- 
ражается несоизмВримымъ числомъ а и высота В)—несоизм*- 
римымъ числомъ В. Найдемь при- 
ближенныя значен1я этихъ чиселъ 
“ съ точностью до 1/п. Для этого на 
основан1и АВ, начиная отъ точки А, 
отложимъ '/п долю линейной еди- 
ницы столько разъ, сколько можно. 
Пусть окажется, что, отложивь п 
такихь долей, мы получимъ отрЪ- 
зокь АВ,< АВ, а отложивъ т-Е1 до- 
лей, найдемь отрфзокь АВ.>АВ. 


: т т-- 
‚8 ), Тогда дроби -—-и = будутъ прибли- 


Черт. 269. 


женныя значен1я числа а, первая съ 
недостаткомъ, вторая съ избыткомъ. Положимъ далфе, что отло- 
живъ 1/п долю линейной единицы на высотф АП (оть точки А) 
р разъ, мы получимъ АР, <. АР, а отложивъ р-1 разъ, найдемъ 


-1 
АО,>АР: тотда дроби-, И — будуть приближенныя зна- 


чен1я числа В, первая съ недостаткомъ, вторая съ избыткомъ.По- 
строимъ 2 вспомогательные прямоугольника АВС. и АВ.С5Пь. 
У каждаго изъ нихъ основан1е и высота выражается дробными 
числами: 


1 
АВТ, АВТ, Ар, др, РТ 
п, п, п, 
Поэтому, согласно доказанному въ случаЪ 2°; 
площ. АВ,С.П, =" ‚ 
п п 
площ. АВ,С. р, ТТ РТ 
п, м 


Такъ какъ площадь АВ:С:П, есть часть площади АВС, 
а эта посл$дняя есть часть площади АВ.С›О», то 


пл. АВ.С.0:<пл. АВОГ< ил. АВ,С.Г,, 


и. потому: ‚ Р «числа, измЪр. пл. АВС рт 
п 4 7 (1 
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Это двойное неравенство остается вФрнымъ при всякомъ зна- 
чен1и п. т.-е. оно остается вЗрнымъ, съ какою бы точностью мы 
ни находили приближенныя значен1я чиселъь а и В. Значить, 
мы можемъ сказать, что площадь АВСШ должна выражаться 
такимъ числомъ, которое больше произведен1я любыхъ прибли- 
женныхъ значен1й чиселъь хи В, если эти значен1я взяты съ не- 
достаткомъ, но меньше произведен!я любыхь ихъ приближен- 
ныхъ значен]й, если эти значен1я ‘взяты съ избыткомъ. Такое 
число, какъ извЪстно изъ алгебры, наз. произведент1емъ 
несоизм®римыхьъ чисель @ и В. Слёд.: 


площ. АВСО=аВ, 


т.-е. она и въ этомъ случаЪ равна произведен1ю основанля на 
высоту. 


Это разсужден1е вполнз примЗнимо и къ тому случаю, когда 
только одно изъ измфревй прямоугольника несоизмзримо 
съ единицей длины. 


306. СлЪдеств!е. Площади двухъ прямоуголь- 

никовъ, имф$ ющихъ равныя основан1я, от- 
носятся, какъ ихъ высоты, а площади 
двухъ прямоугольниковъ, имфющихъ рав- 
ныя высоты, относятся, какъ ихъ осно- 
вантя. 


Дфйствительно, если 6, Ви Р будуть основан1е, высота и 
площадь одного прямоугольника, а В, м и Р.основан1е, вы- 
сота и площадь другого прямоугольника, то, по доказанному: 
Р=Ъй и Р\=Ь №; слЗд.: Р:Р\=ЫА: В В.. Отсюда находимъ, 
что если 6=6., то Р: Р.=й: В, а если &=й:, то Р: Ру =5 : В. 


ЗОТ. ЗамЪчан!е. Въ посл дующихъ теоремахъ мы будемъ 
сокращенно говорить: «площадь равна произведен!ю такихъ-то 
„лин!Й», разум я подл, этимъ, чт0 число, выражающее площаль 
въ квадратныхь единицахьъ, равно произведеню чиселт. 
выражающихъ так1я-то лини въ соотв тствующихъ линейныхь 
едининахъ. 
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308. Теорема. Площадь параллелограмма (АВС, 
черт. 270 и 271) равна произведеню основаня на высоту. ` 


Черт. 270. 


На основани АГ построимъ прямоугольникъ АЕЕО, у ко- 
тораго сторона; ЕЁ составляеть продолжен1е стороны ВС. До- 
кажемъ, что площ. АВСР=площ. АЕРР.—Изъ чертежей усма- 
триваемъ, что 


площ. АВСО=площ. АЕСГ—площ. АЕВ 
и площ. АЕРО-==площ. АЕСТ—площ. ОРС. 


Но прямоугольные тр-ки АЕВ и РЕС равны, потому что 
У нихь: АЕ=ШОЕГи АВ=ОС (какъ противоположныя стороны 
‘параллелограммовъ). Значитъ, равны и площади этихъ тр-ковъ. 
Поэтому площади АВСР и АЕРГЛ представляютъ собою раз- 


вслВдотве этого (300, 4°): 
площ. АВС)=площ. АЕЕО.. 


Но пл. АЕЕР=А. слЪд., и пл. АВСр=, причемъ В можно 
разсматривать, какъ основан1е параллелограмма, и }, какь 
его высоту 


Сл$детве. Параллелограммы съ равными основангями и 
равными высотами равновелики. 


809. ЗамЪчан!е. Параллело раммы, имъюшЕе 
равныя основан] я и равны высоты, могуть 
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ставиться два случая: 1) когда верхн1я бтороны пар-мовъ имзютъ 
какую-нибудь обцгую часть (черт. 272), и 2) когда такой общей части 
нфтъ (черт. 273). 


В ЕС | 


А. р 
Черт. 272. Черт. 273. 


Разесмотримъ эти случаи отдЪльно. 

1) Парал-мьъ АВС прямою АЁ раздляется на 2 части: Л АВЕ 
и трапешя АЕСО; другой парал-мъ прямою СО разлагается на 
Л ОСЕ и ту же трапешю АЕСР. Такъ какъь Л АВЕ= Л ОСЬ, то 
значитъ, оба парал-ма составлены изъ попарно равныхъ частей. 

2) Пусть К будетъ точка пересЪчен1я сторонъ АЕ и ОС. Отложимъ 
на КС, начиная отъ К, части, равныя ОК, столько разъ, сколько 
можно (на нашемъ чертежЪ отрфзокь КР уложился на КО одинъ 
разъ до точки Ё, причемъ получился` остатокъь ЁС«ФОК). Черезъ 
точки Ки ГЁ проведемъ прямыя, параллельныя АО. Тогда пар-мъ 
АВСО разложится на 3 пар-ма, изъ которыхъ два равны между собою; 
пар-мъ АЁРРВ также разложится на 3 пар-ма, изъ которыхъ два равны 
между собою. Проведя д1лагонали МЁи №0, затЪъмъ Рб | АЕи ОВ | АВ, 
мы раздЪлимъ каждый изъ данныхъ пар-мовъ-на 6 частей; не трудно 
видЪть, что части, обозначенныя на чертежЪ однфми и тЪми же 
ныфрами, другъь другу равны. 


310 Теорема. Площадь треуголь- 
ника (АВС, черт. 274) равна половинЪ 
произведения основан!я на высоту. 

Проведемъ ВЕ | АСи АЕ1 БС. Тогда 
получимъ пераллелограммь АЕВС, ко- 
тораго площадь, по доказанному, рав- 
на №4. Но площадь ЛАВС составляетъ 
половину площади АЕВС: сл®д.: Черт. 274. 


1 
площ. АВС —50. 
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31. Сл$дети1Яя. 1. Треугольники съ равными основан!ями 
и равными высотами равновелики. 

Если, напр., вершину В тр-ка 
АВС (черт. 275) будемъ перем%- 
щать по прямой, параллельной 
основан1ю `АС, а основанйе оста- 
ВИМЪ ТО Же самое, то площадь 
тр-ка не будетъ изм$няться. 


Черт. 275. 
2°. Площадь прямоугольнаго тре- 


угольника равна половинф произведен!я его катетовъ, потому 
что одинъ катеть можно взять за основане. 
а другой за высоту. 


Изъ черт. 276 непосредственно видно, что 
площадь такого тр-ка составляеть половину 
площади прямоугольника, имфющаго то же 

6 основане и ту же высоту. 
Черт. 276. 


3*. Площадь ромба равна половин произведения его дтаго- 
налей. ДЪйстЕительно, если АВС 
(чер?. 277) есть ромбъ, то его дато- 
нали взаимно перпендикулярны. По- 
этому: | 
пл. ААВС=1, АС. ОВ. 
пл. ЛАСР=Т, АС. Ор. 
пл. АВСр=\, АС. (ОВ-ОР)= 
—=1/, АС. ВО. 


Черт. 277. 


4°. Площади треугольниковъ относятся, какъ произведен!я 
основаншй на высоты (множитель |, сокращается). 


812. ЗамЪчане. Всяк:и т греуго № никъ разла - 
гается на части, перем шен1емь которыхъ 
можно образовать прямоугольникъ, имзю- 
ш1й одинаковое съ треугольникомъ осно- 
ван1е и высоту, вдвое меньшую высоты тре- 
угольника. ДЪйствительно, если въ тр-кЪ АВС (черт. 278) 
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черезъь середины В и Е двухъь сторонъ (образующихъ съ третьей 
стороной острые углы) проведемъ прямую и на нее опустимъ перпен- 
дикуляръ ВР, то тр-къ АВС разобьется 
этими прямыми на 3 части, обозначенныя 
на чертежЪ цыфрами 1, и 3. ПовернувЪъ 
часть 1-ую вокругъь точки Ш на 180° 
(въ направлен!и, указанномъ стрЪлкой), 
мы приведемъ ее въ положен1е АКО; 
подобнымъ же образомъ часть 2-ю мы 
приведемь въ положене СГЕ. Тогда 
тр-къ АВС превратится въ прямоуголь- 
никь АКГС, у котораго основанйе то же 
самое, что и у тр-ка, а высота вдвое 
меньше высоты тр-ка. 


313. Теорема. Площадь 5 треугольника въ зависимости 
отъ его сторонъ а, Би с выражается формулой: 


5=У р(р—а) (рф) (р— 5), 
гдЪ р есть полупериметръ треугольника, т.-в. 


Черт. 278. 


1 
у —5(а-Е5 — с). 


Пусть высота тр-ка АВС (черт. 279), опущенная на сторону 
а, есть й,. Тогда: | 


1 
в — Бай. А 


Чтобы найти высоту й,, возьмемъ 
уравнен1е (236): С 7. 
62=а2--с^—Зас' 
и опредзлимъ изъ него отр%зокъ с’: 
2 2_ та 
‚ео. |. а, ] С 
2а. 


Изъ треугольника АВГ находимъ: Черт. 279. 


2 2 ра д 
[У в2— 5 У а?с?— (а? е—5?)?. 
а 


С 


2а 


Преобразуемъ подкоренную величину такъ: 

(2ас)*— (а? -Ес*— $2) =(2ас-На?-Нс?— $?) (Зав а*—с*-- 5?) = 
= [(а?- с? Зав) —6? ][6?—(а?-с*— ас) |= 
= ас) 5? 6°—(а—0)*]= 
=(а-Не-Н5)(а-Ее—Ъ)-На-—с)(®—а-- 6). 
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Если положимъ, что а--ь--с=2р, то 
анте В —(а НВ) —26 = р—26 =2(р—). 
Нодобно этому: 


Б-На—с=2(р—5): 
6-- с—а=2(р —а). 


Поэтому подкоренную величину можно представить такъ: 
16р(р—а)(р—)(р— в). 


2 
Сл$д.: „== р(р—а)ф—)(р—с). 


|.-У 
Поэтому: ® = 5 ай = р(р—а)(р—5)(р— в). 


Частный случай. Плошадь равносторонняго треуголь- 
ника со сторотою а выражается слёдующей формулой: 


3 3 — 
-И >. ([5-«—) -И = «(= —аУЗ. 
2 2 | 2 2 4. 

314. задача. Вычислить площадь треугольни- 
ка АВС (черт. 280) по двумьъ сторонамъ АВ и АС 
и углу А между ними. 

Безъ помоци тригонометр}1и эта задача рЪЗшается только для нт- 
которыхъ частныхъ значен!й угла А. Положимъ напр. что А=18°. 
Тогда можно вычислить й въ зависимости отъ стороны АВ такимъ 

образомъ: продолживъ ВО на разстоян1е 

РЕ=ВО, соединимь ЕЁ сь АД. Тогда въ 

равнобедренномъ тр-кЪ АВЕ уголь ВАЁЕ 

равенъ 36°. Изъ этого заключаемъ, что ВЕ, 

А — АС т.-е. двойная высота, есть сторона правиль- 

0 наго 10-угольника, вписаннаго въ кругъ, 

т! котораго рад1усъ есть АВ. Поэтому ВЕ 

Е найдется по формулф, опредЗляющей сто- 

рону прав. вписан. 10-угольника (`68). 

Черт. 280. ОпредЪливь высоту, найдемъ затмъ нло- 
шадь тр-ка по формулЪ 


1 
5=5 АС.1. 


Подобно этому задача рЪшается для А-=30°, 45° 60°. 
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315. Теорема. Площадь трапещши равна произведению 
полусуммы` основан й на высоту. | 


| 


Черт. 281 | Черт. 232. | | 

Проведя въ трапеши (черт. 281) АВС. латональ АС, мы 

можемъ разсматривать ея площадь, какъ сумму площадей. двухъ 
тр-ковь САР и АВС. Поэтому — 


1' Т 1 | | 
площ. АВСР=- АР. №--5 ВС . = (АР-ВО). | 


316. Слъдетв!е. Если ММ (черт. 281) есть средняя лин!я 
трапещи, то, какъ извЪетно (117): | 


| 
М\=-(АР-ВО). -: 


Поэтому ‚ площ. АВСр=ММ . 1, 
т.-е. площадь трапеши равна произведеню средней лини на 
высоту. | 
‚Это же можно видЪфть и непосредственно изъ чертежа 282-го.’ 

817. Теорема. Площадь всякаго описаннаго многоугольника 
равна произведенню периметра на половину радуса. 

Соединивъ центрь О (черт. 283) 
со всеми вершинами описаннаго мно- 
гоугольника, мы раздЪлимъ его на 
треугольники, въ которыхъ за осно- 
ван1я можно взять стороны мното- 
угольника, а за высоту—радтусь кру- 
га. Обозначивъ этоть радтусь черезъ . 
В, будемъ. имЪть: 


1 
_ площ. АОВ=АВ г В; 


1 . 
площ. АОЕ=АЕ 258; и Т. д. 
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1 1 
Сл$д., площ. АВСТЕ=(АВ-+ВС--Ср-+РЕ--ЕА) 5А=Р 5 В, 


ГД буквою Р обозначенъ периметръ мн-ка. 


318. Слздств!е. Площадь правильнаго многоугольника 
равна произведеню периметра на половину апоеемы, потому 
что всяюй прав. многоугольникь можно разсматривать, какъ 
описанный около крута, у котораго рад1усъ есть апоеема. 


319. Задача. Превратить многоугольникъ 
(АВСПЕ, черт. 284) въ равновелик: в треуголь- 
НИКЪ. | 

Какою-нибудь д1агональю АС 
отсЗкаемъ оть даннаго мн-ка 
ДАВС. Черезъ ту вершину В 
\ Этого тр-ка, которая лежить про- 
ТИВЪ взятой  Лагонали, прово- 
АС димь прямую ММ! АС. ЗатЪмъ 
продолжимъ одну изъ сторонъ 
н. ЕА или ПС, прилежащихъь къ 
отефченному тр-ку, до перес$че- 
мя съ прямою ММ (на чертеж» 
продолжена сторона ЕЛ). Точку пересЪчен1я Г соединимъ съ 
С. Тр-ки СВА и СКА равновелики (311, 1°), такъ какъ у нихъ 
общее основан1е АС, а вершины Ви Е лежатт, на прямой, парал- 
лельной основан1ю. Если отъ даннаго многоугольника отд*- 
лимъ тр-къ. СВА и вм\Ъсто него приложимъ равновеливйЙ ему 
тр-къь СГА, то величина площади не изм$нится; сл д., данный 
многоугольникъ равновеликъ многоугольнику ЕСРЕ, у кото- 
раго, очевидно, число угловъ на 1 меньше, чфмъ у даннаго мн-ка. 
Такимъ же премомъ можно число угловъ полученнаго мн-ка 
уменьшить еще на 1 и продолжать такое посл$довательное 
уменыпен1е до тЪхъ поръ, пока не получится треугольникъ 
(ГС на нашемъ чертежф). 


З2О0. Задача. Превратить данный многоуголь- 
никъ въ равновелик:й квадратъ. 

Сначала превращаютъ многоугольникъ въ равновеливй тре- 
угольникъ, а затфмъ этотъь треугольникъ въ квадрать. Пусть 
основан!е и высота треугольника будуть фи в, а сторона иско- 


/ 
/ 


Черт. 284. 
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уаго квадрата <. Тогда площадь первато равна 1/5: а второго 97°; 
слЪд.: 


1 1 
5 =”, откуда 58 : д=х: Й. 


Изъ этой пропорши видно, что х есть средняя пропоршональ- 
ная между и №. Значить, сторону квадрата можно построить 
способомъ, указаннымъ раньше (23Г) для нахожден1я ‘средней 
пропорщональной. 


ЗамЪчан!е. Предварительное превращен1е даннаго мно- 
тоугольника въ треугольникъ не всегда необходимо. Напр., 
если рфчь идетъ о превращен1и къ квадратЪ данной трапещи, 
то достаточно найти среднюю пропорцональную между высотоо 
трапещи и ея среднею лин1ею и на полученной прямой построить 
квадратъ. | 


ГЛАВА ПП. 
Теорема Пивагора и оснсвакныя На Ней зэ дачи. 


391. Теорема. Сумма площадей квадратовъ, построенныхъ 
на катетахъ прямоугольнаго треугольника, равна площади ква- 
драта, построеннаго на гипотенузЪ. 

Это предложеше, известное подъ назвавемъ теоремы Пи- 
вагора (гречесьаго философа, жившего въ УГ вЪкЪ до Р. Х.), 
имфеть многочисленныя доказательства. Приведемъ прост$й- 
Ш1Я ИЗЪ НИХЪ. 


Первое доказательство (Эвклида). Пусть АВС 
(черт. 285) прямоугольный треугольникъ, а ВШЕА, АЕСС и 
ВСКН квадраты, построенные на его катетахъь и гипотенуз5; 
требуется доказать, что сумма площадей двухъ первыхь квадра- 
товъ равна площади третьяго квадрата. 


Проведемъ АМ ВС. Тогда квадратъ ВСКН разд®лится на 
два прямоугольника. Докажемъ, что пр-кЪ ВГЕМН равновеликъ 
квадрату ВОЕА, а пр-къ ТСКМ равновеликъ квадрату АЕСС. 
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Проведемъ. вспомогательныя прямыя ОО и АН. Обратимъ ВНИ- 
| ман1е на два тр-ка, покрытые. 
на чертеж штрихами. Тр-къ 
ООВ, имфюпий основанйе Вр, 
общее съ квадратомъ ВОЕА, а 
высоту СМ, равную высот АВ 
этого квадрата, равновеликъ по- 
ловин$ его. Тр-кь АВН, имфю- 
ПЙ основан{е ВН, общее съ 
прямоугольникомъ ВЁМН, и вы- 
соту АР, равную высот ВТ, 
этого прямоугольника, равно- 
великъ половинз его. Сравни-- 
вая эти два треугольника ме- 
жду собою, находимъ, что № 
нихь БО=ВА и ЗВО=вВН 
(какь стороны ква’ рата); 
сверхъ того СПРВС=ДАВН, такъ какь каждый изъ этихъ 
угловь состоитъ изъ общей части АВС в прямого угла. Значитъ, 
тр-ки АВН и ВГС равны. Отсюда слФдуетъ, что прямоуголь- 
никь ВЕМН равновеликъ квадрату ВОЕА. `_ 

Соединивъ Я съ Ви Асъ К ‚ мы совершенно такъ же докажемъ, 
что прямоугольникь ГОКМ равновеликъ квадрату АЕСС. 
Отсюда сл$дуетъ, что квадрать ВСКН равновеликъ сумм% квад-- 
ратовъ БОЕА и.АЕРСС. 


Черт. 285. 


Второе лпоказательство. Пусть а, Бис озна-. 
чаютъ числа, выражаюния гипотенузу и катеты прямоутольнаго 
треугольника въ одной и той же линейной единицъ. Тогда, какъ 
мы видзли раньше (232), между этими числами существуеть 
такая зависимость: 


а=2--с2. 


Но а?, Ь? и с? суть числа, изм$ряющия площади квадра- 
товъ, которыхъ стороны а, Ви с; поэтому изъ написаннаго ра- 
венства сл$дуеть, что площадь квадрата, построеннаго на гипо- 
тенузЪ, равна сумм площадей квадратовъ, построенныхъ на 
катетахъ. | | 
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Третье доказательство. Сушествуетъ много и такихъ 
доказательствъ, которыя показываютъ, на’ как1я части надо разбить 
квадраты, построенные на катетахъ, ‘чтобы перем шен!емъ этихъ- 
частей образовать квадратъ, построенный. на гипотенузЪ. Вотъ одно 
изъ такихъ’ доказательствъ, 

‚ Обозначимъ гипотенузу и ка- 
теты даннаго тр-ка соотвЪт- 
ственно буквами а, Вис. Отло- 
живъЪ на какой-нибудь прямой ? 
(черт. 286) АВ=Ъ и ВС==с, по- 
строимъ квадраты АРЕВ и 
ВЕНС. Плошадь образовавша- 
гося 6-угольника АБЕЕРНС ' 1 
представляетъ собою сумму пло- 
шадей квадратовъ, построен- 
ныхъ на катетахъ. ОтложивЪъ 
ецте АК=е (и, слфд., КС =ь, А С 
проводимф прямыя ОК'и КН, --__ т 
которыя разложатъ шестиуголь- 5 
никъ на три части, обозначен- 
ныя на  ертежь рифрами 1, 2 Черт. 286. 
и 3. Части 1-я и 3-я предста- 
вляютъ собою прямоугольные тр-ки, равные данному. Повернемъ. 
на 90° тр-къ 1-й вокругъ вершины Д и тр-къ 8-й вокругъ вершины Н, 
какъ указано стрзлками. Тогда эти части займутъ таюмя положен1я, 
при которыхъ онф, вмЪотВ съ оставшейся частью 8-Й, образуютъ 
. квадратъ, построенный на. гипотенузВ (предоставляемъ самимъ уча- 
шимеся доказать это). 


‘322. Задачи. 1°. Ностроить квадратъ, рав- 
новелик!й суммЪ двухъ данныхъ квадра- 
товъ. 

Строимъ прямоугольный треугольникь, У котораго кате- 
тами былй бы стороны данныхъ квадратовъ. Квадратъ, построен- 
ный на гинотенузЪ этого. треугольника, равновеликь с. ум-м”$ 
данныхъ квадратовъ. 

20 Построить квадратъ, равновелик!й 
разности двухъ данныхъ квадратовъ. 


Строимъ прямоугольный треугольникъ, у котораго гипоте- 
нузой была бы сторона большнаго изъ данныхъ квадратовъ, & 
катетомъ сторона меньшаго квадрата. Квадратъ, построенный 
на другомъ катет$ этого треугольника, равновеликъ разности 
данныхъ квадратовъ. 
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38°. Построить квадратъ, котораго пло- 
щадь, относилась бы къ площади даннаго 
квадрата, какъ м:м. 
На произвольной прямой (черт. 287) 
р откладываемь АВ=т и ВС=п и на 
ДА АС, какъ на д1аметрф, описываемъ по- 
| луокружность. Изъ точки В возста- 
дети С вляемъ перпендикулярь В до пере- 
В сЪчен1я съ окружностью. Проведя хор- 
Черт. 287. <= ды АД и ПС, получимъ прямоугольный 
тр-къ, у котораго (234): 

, АЛ? : РС*=АВ: ВС=жъ : п. 

На катет ПС этого треутольника отложимъ. отр$зокъ РЕ, 


равный сторон% даннаго квадрата, и проведемъ ЕЁ || СА. Прямая 
ОЕ есть сторона искомаго квадрата, потому что 


РЕ АР (2Р* (47; 
РЕ 00’ ТКУАа: Тр ОСИ } 


слЪд.: ОЕ? : РЕ?=АГ? ; ПО*=т : п. 

323. Пиеоагоровы треугольники. Такъ наз. прямоугольные 
тр-ки, у которыхъ стороны, измВренныя одною и тою же единицей, 
выражаются цф$лыми числами. Такихъ тр-ковъ сушествуеть 
безчисленное множество. ПростЪйциЙ изъ нихьъ есть тотъ (извЗетный 
еше съ глубокой древности), у котораго стороны выражаются чис- 
лами: 3, 4 и 6Б (3*+4*=5?). Доказано, что стороны пиеагоровыхъ 
тр-ковъ могутъ быть выражены слфдуюшими обц..ми формулами: 


х=2аб 
катеты: гипотенуза 2=а?--03, 


ГДЪ аи $ суть произвольныя уЪлыя числа, лишь бы было а>$. 


ГЛАВА Ш. 
Отношене площадей подобныхь фигуртъ, 


324. Теорема. Площади двухъ треугольниковъ, иибющихъ 
пб- равному углу, относятся, какъ произведеня сторонъ, за- 
ключающихъ эти углы. | 
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Пусть (черт. 288) въ тр-кахъ АВС и А! Б\С. углы Аи А, равны. 


Проведя высоты ВО и В:П., будеть имЪть: 
площ. АВС АС.ВО АС В, 


— —————_ ия орион 
—< ® 


ПЛОЩ. АБС АС. В10\ А.С, В: 
В 


А С С; 


Черт. 288. 


Тр-ки АВГ и А.В.П, подобны (А=А! и ФХ=р,); поэтому отно- 
шен1е ВО: В.П, равно отношентю АВ: А.В,;; замБнивъ первое 
вторымъ, получимъ: 

площ. АВС _ АС АВ _ АС.АВ | 

площ. А.В.С, А.С, А.В, А.С..А.В, 

325. Зам чане. Предлагаемъ самимъ учащимся догазать, 
что если у двухъ треугольниковь АВС и А! В,С.:1 (черт. 288) 
углы Аи А, не равны, но составляютъ въ сумм$ 24, 
то площади такихъ тр-ковъ также относятся, какъ произведентя’ 
сторонъ, заключающихъ углы 4 и Д.. 

826. Теорема. Площади подобныхъ треугольниковъ или 
многоугольниковЪъ относятся, какъ квадраты сходственныхъ 
сторонъ. 

1°. Если АВС и А. В.С, (черт. 288) два, подобные треугольника, 
то углы одного равны соотв$тственно угламъ другого; пусть 
А=А,, В=В,; и С=С,.ПримЗняя къ нимъ предыдущую теорему, 
получимъ: 

площ. АВС АВ.АС АВ ‚АС. 
площ. 4.В(, А.В. АС, А.В, А.С, И 
Но изъ лодоб1я треутольниковъ сл$дуеть: 
АВ АС — _ВС. , 
258, 4.6: В: ыы 
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Поэтому въ равенств\ [1] мы можемъ каждое изъ отношентй 


48 4С $ бымъ ( эн [2]; сл 
о ь а . .. 
АВ, А.С, замБнить любымъ отношен1емъ ряд |; СЛЪД 


плош. = ( АВ —( =) =( ВС ) 
площ. 4:80, \4.Б,/ \4,0,/ ВС, 
АВ"? 4С* ВО? 


А.В? А.С. ВО 


2°. Если АВСШЕ и А.В:С.Р.Е, (черт. 289) два подобные 
многоугольника, то ихъ можно, какъ мы видЪли (208), разло- 
жить на одинаковое: число подобныхъ „и одинаково рабполо- 


Черт. 289. 


женныхъ тр-ковъ. Пусть эти тр-ки будуть: АВО и А.В:О!, АОЕ 
и 4:О0,Е, ит. д. Согласно доказанному въ первой части этой 
теоремы, мы получимъ пропоршю: 


Аз В 


Но изъ `нодоб1я многоугольниковъ сл$дуеть: 


площ. АОВ (48) * площ. ВОС (2 * 


— | ИТ. Д. 
площ. 4.0. В, площ. 5:00. ВС 


АВ _ ВС Ср _ 
А.В, В:0; СТ, 
(28) = (27°) (22 .2 
и ПОТОМУ: д. В, = В.С. = (>) =... 


площ. АОВ _ площ... ВОС _ площ. с0р 


ть: А101:В, площ. В,0,0, площ. С.О,Л, 
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Откуда (по свойству равныхъ отношен!йЙ): 


пл. АОВ-+ пл. ВОС +ипл. СОШ +... пл. АВОБЕ АВ?` 


пл.А:О0.В,--пл.В:01С!-пл.С.0:О1-+... пл. А ВСГ.Е, А.В, 

327. СлздетЕйе. Площади правильныхъ одноименныхъ 
многоугольниковъ относятся, какъ квадраты сторонъ, или ‘ква- 
драты рёд!усовъ, или квадраты апоеемъ (262). 

328. Задача. Разд лить данный треугболь- 
никъ на тж равновеликихъ частей прямыми, 
параллельными его сторон$. 

Пусть, напр., требуется разд$лить тр-никъ АВС (черт. 290) 
на 3 равновелик1я части пря- 
мыми, пераллельными осно- 
ваню АС. Предположимъ, 
что задача р%Фшена. и что 
искомыя прямыя будуть ОЕ 
и РО. Очевидно, что если 
мы найдемъ отр$зки ВЕ 
и ВС, то зат$мъ опред$лятся 
и ‘прямыя ДЕ и ГО. Тр-ки 
ВПЕ, ВЕС и ВАС подобны; Черт. 250. 
поэтому: 


площ. ВРЕ_ ВЕ? п площ. В ВЕа Ва? 
плош. ВАС ВО? площ. площ. ВАС ВС? 
Но изъ требовавйй задачи видно, что: 


площ. ВОЕ _ 1 и площ. ВЕ __ 2 
площ. ВАО 3 площ. ВАС 3° 


ВЕ*_ 1 В? _2 
ВС? 3" ВС? 3. 


и 
Откуда: ве], — ВО?= ВС ‚ ВС 


РИ р) 
И вв—/ вс 5 ВС „ВО. 


Изъ этихь выражен1й видимъ, что ВЕ есть средняя пропор- 
ц1ональная между ВС и !|. ВС, а ВЦ есть средняя пропорцло- 


Сл$д.: 
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нальная между ВС и */. ВС (255, 4). Поэтому построен1е можно 
выполнить такъ: разд$лимъ ВС на три равныя части въ точкахъ 
аи 65; опишемъ на ВС полуокружность: изъ аи Ь возетавимъ 
къ БС перпендикуляры аН и ЬК. Хорды НВ и ВК будуть иско- 
мыми средними пропорцональными: первая— между вс$мъ д1а- 
метромъ ВС и его третьею частью Ва, вторая—между ВС и ВЬ, 
т.-е. между ВС и */. ВС (230). Остается отложить эти хорды на 
ВС отъ точки В; тогда получимъ искомыя точки Еи С. | 

‚ Подобнымъ образомъ можно раздфлить тр-къ на какое угодно 
иное число равновеликихъ частей. 


ГЛАВА ТТ. 


Площадь круга и его частей. 


329. Лемма 1-я. При неограниченномъ удвоени числа 
сторонъ правильнаго многоугольника, вписаннаго въ окружность: 

1°, сторона этого многоугольника стремится къ нулю: 

2°, разность между радгусомъ окружности и аповемой много- 
угольника стремится къ нулю. 

1°. Обозначимъ периметрь правильнаго вписаннаго много- 
угольника черезъ р, а число его сторонъ черезъ п: тогда длина 
одной стороны этого многоугольника, выразится дробью 2/,. 
При неограниченномъ удвоен1и числа сторонъ этого много- 
угольника знаменатель дроби ?/, будеть возрастать безпред$льно, 
а числитель хотя и будетъ возрастать, но не безпредфльно, такъ 
какъ периметръ всякаго вписаннаго выпуклаго многоугольника 
меньше периметра любого описаннаго многоутольника (напр. 
меньше описаннаго квадрата) *). Если же въ дроби знаменатель 
увеличивается безпредЪ$льно, а числитель хотя и увеличивается, 
но остается меньше н$фкоторой постоянной величины, то, какъ 
известно изъ алгебры, эта дробь можеть быть сд$лана менЪе 


*) Можно было бы сказать, что периметръ р не увеличивается 
безпредзльно, потому что онъ остается всегда меньше длины окруж- 
ности; но основан!е, приведенное въ текстВ, удобнЪе, такъ какъ оно 
не. предполагаеть предварительнаго установлен!я поняття о длинЪ 
окружности. 
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любой данной положительной величины; значитъ, при неограни- 
ченномъ удвоен!и числа сторонъ вписаннаго правильнаго много- 
угольника сторона его, равная дроби ?/„, стремится къ 0. 

9°. Пусть АВ (черт. 291) есть сто- 
рона какого-нибудь правильнаго впи- 
саннато многоугольника, ОД радусь 
и ОС аловема. Изъ тр-ка ОАС нахо- 


димъ (52): 
ОА—0С<АС б 
1 
или ОА—0С<-АВ, А 
р учи. 
т.-е. разность между радусомь и | 
апобемою меньше половины стороны Черт. 291. 


правильнаго многоугольника. Но при 

неограниченномь удвоеми числа 

сторонъ правильнаго вписаннаго многоугольника сторона его, 
какъ мы видфли, стремится къ нулю; поэтому разность между 
радтусомъ и апоеемою и подавно стремится къ нулю. 


230. Лемма Э-я. Разность между площадью правильнаго 
многоугольника, описаннаго около круга, и площадью правиль- 
наго одноименнаго м®огоугольника, вписаннаго въ тотъ же 
кругъ, при неограниченномъ удвоени числа сторонъ этихъ 
многоугольниковъ, стремится къ нулю. _. 

Впишемъ въ круть (черт. 292) и опишемъ около него по какому- 
нибудь правильному мн-ку (на чертеж 
изображены 6-угольники). 

Пусть В будеть ралусъ круга, а— 
апоеема вписаннаго мн-ка, а его пло- 
щадь и О—площадь описаннаго мн-ка. 
Тогда (327): 

О: 4=В? : а?. 

Составимъ изъ этой пропорщи про- 
изводную (разность членовъ перваго 
отношен1я относится такъ къ предыду- 
щему члену этого отношен1я, какъ...): 

К Ен 


Черт. 292. 


() В* 
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Откуда: (4—ФЕ?*=0(В*—ч?), 
или = _ (4 9В’=%В та)(В—а). 


При неограниченноме удвоении числа сторонъ мнотоутоль- 
никовъ разность А—а, по доказанному ВЪ предыдущей лемм%, 
стремится къ нулю, сомножитель @ уменьшается *), а сомно- 
житель А-а всегда остается меньше В+ В: вслЪдетв1е этого 
правая часть послЪдняго равенства (слфд., и лЪвая его часть), 
при неограниченномъ удвоен1и числа сторонъ мн-ковъ, стремится 
къ нулю. Но лфвая часть равенства, представляя собою произ- 
веден1е, въ которомъ множитель В? число постоянное, можеть 
стремиться къ нулю только тогда, когда его множимое стремится 
къ нулю; множимое же /—4и есть разность площадей правиль- 
НЫХЪ МНотоуГОльниковъ, описаннаго и вписаннаго. 


331. ЗамЪчаше. Такимъ же путемь мы можемъ доказать, что 
разность между периметромъ. описаннаго и 
периметромъ одноименнаго вписаннаго пра- 
вильнаго мн-ка, шри неограниченномъ удвое- 
н1и числа ихъ сторонъ, стремится къ нулю. 
ДЪйствительно, если Ри р будуть периметры одноименныхъ правиль- 
ныхь мн-ковъ, описаннаго и вписаннаго, то (968): 


а - Р:-р=Е: а. 
Откуда: (РР): Р=(Е—а) : В, 
и, слЪд., (Р-р) Е =(Е—а) Р. 


При неограниченномъ удвоен{и ‘числа. сторонъ мн-ковъ ‘правая 
часть послЗдняго равенства (слЪд.’.и его лЪвая часть) стремится 
къ нулю, такъ какъ множимое В—а, по доказанному, стремится 
къ нулю, а множитель Р уменьшается. Но лфвая часть равенства, 
представляя собою произведене, въ которомъ` множитель й-—число 
постоянное, можетъ стремиться къ нулю только тогда, когда его 
множимое стремится къ нулю; а множимое и есть разность’ пери- 
метровъ Риф. . ‚ 


332. Теорема. Площадь круга есть общй предЪлъ площа- 
дей. правильныхъ вписанныхъ въ этотъ кругъ и описанныхъ 
окело него. многоугольниковъ при неограниченномъ удвоении 
числа. ихъ. сторонъ. | 

Пусть около круга, площадь котораго’ мы обозначимь К. 
описанъ какой-нибудь правильный мн-кь и въ него вписанъ 


к ‚, | 

*) такъ какъ при каждомъ удвоен!и числа сторонъ правильнаго 
описаннаго мн-ка отъ его угловъ ерЪзываются небольшие тр-ки, 
отчего, конечно, площадь мн-ка уменьшается. 
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одноименной правильный мн-къ (черт. 292). Обозначимъ пло- 
щаль перваго ©, а площадь вторсго 4. Если станемъ удваивать 
число сторонъ этихъ мн-ковъ, то величины О и асдЪлаются пере- 
мёнными. тогда какъ всличина К останется неизмфнной. Тре- 
буется доказать, что при неограниченномъ удвоен1и числа сто- 
ронъ мн-ковъ перемнныя величины Оп астремятся къ одному 
и тому же предфлу, именно къ площади К. 

Очевилно. что, каково бы ни было число сторонъ мн-ковъ, 
всегла О>К.>а, и потому каждая изъ двухъ разностей: 9—К и 
К—9 всегда меньше разности @— 4. Но при неотраниченномъ 
удвоен1и числа сторонъ мн-ковъ разность 0—4, согласно леммЪ 
9-й, стремится къ нулю; сл$д., при этомъ каждая изъ меньшихъ 
разностей: ОК и К—@аи подавно стремится къ нулю; а это, 
согласно опредфлен1ю пред$ла, означаетъ, что 


пред. 9=К и пред. 4=К. 


333. Замъчане. Можно также утверждать, что длина 
окружности есть обшуй предфлъ периметровъ 
правильныхъ вписанныхъ въ эту окружность 
и описанныхъ около нея многоугольников 
при неограниченномъ удвоен1и числа ихъ 
сторонъ. ДЪйствительно, изъ того обстоятельства, что раз- 
ность Р—ф стремится къ нулю (381), надо заключить, что перемВнные 
периметры Ри р могутъ стремиться только къ одному и тому же 
предЪлу; но предълъ р есть то, что принимается за длину окруж- 
ности; значитъ, и предфлъ Р есть тоже длина окружности. 


334.. Теорема. Площадь круга равна произведению длины 
окружности на половину ращуса. 

Пусть В, Ки С означаютъь радлусъ, плошадь и длину данной 
окружности, а 4, р и а—площадь, периметръ и апооему какого- 
нибудь правильнаго вписаннаго многоугольника. Тогда можемъ 
написать (318): 


1 
4=р.5 4. [] 


Вообразимъ теперь, что число сторонъ вписаннаго многоуголь- 
ника неограниченно удваивается. Тогда величины 49, риа ДЪ- 
лаются перем%нными, при чемъ первая иметь пред$ломъ пло- 
шадь круга К, вторая-—-длину окружности С, а третья—радлусъ 
ся РВ. Такь какь при этомъ равенство [1] остаетея постоянно 


А. Киселевъ. Геометря. 17 
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в$рнымъ, то, согласно основному началу способа предфловъ 
(283), оно останется вЪрнымъ и тотда, когда вмЪсто пере- 
м$нныхь подставимъ ихъ пред$лы; посл такой подстановки 
получимъ: | 


/ 


В. [2] 


335. СлЪдетв\я. 1°. Площадь круга равна произведен!ю 
квадрата радтуса на число х (отношен1е окружности къ даметру). 

ДЪФйствительно, подставивъ въ равенство [2] предыдущаго 
параграфа на м$сто С произведене 2ж8В (292. 2), получимъ: 


К=ж8В?. 


2°. Площади круговъ относятся, какъ квадраты радтусовъ или 
дтаметровъ. 
ДЪйствительно, если Ки К, будуть площади двухъ круговъ, 
а Ви РВ, ихь рад1усы, то 
= А? и К, =юВ,?. 
О К т В? _4А* (28) 
твуда: К. тв? В? 4В (В) 


ЗЗ6. Задача |. Вычислить площадь круга, 
окружность котораго равна 9 метрамъ. 
Для этого предварительно находимъ рад1усъ В изъ уравнен1я: 


1 
2жА=2; откуда В=_ —=0,3183... 


Затфмъ опредфляемъ площадь круга: 


2 1 
К=т В *=п (-} == —0,3183... квадр. метра. 


Задача 2. Превратить данный кругъ въ квад- 
рать (т.-е. построить квадратъ, равновелик!й данному кругу). 
Эта задача, извЪстная подъ названемь ква дратуры 
круга, не можеть быть ршена при помощи циркуля и ли- 
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нейки. Дйствительно, если обозначимъ черезъ 2 сторону иско- 
маго квадрата, а черезъ В радтусъ круга, то получимъ уравнен1е; 


х=В?; откуда: В: =2 : В, 


т.-е. х есть средняя пропоршональная между полуокружностью 
и радтусомъ. Сл$д., если известна прямая, которая равна длинЪ 
полуокружности, то легко построить квадрать, равновеликйй 
данному кругу, и обратно: если извЪстна сторона квадрата, 
равновеликаго кругу, то Можно построить прямую, равную по 
длин полуокружности. Но доказано, что помошью циркуля 
и линейки нельзя построить прямую, которая въ точности рав- 
нялась бы длин полуокружности (см. выноску вЪ задачз № 251, 
стр. 929-я); слЪд ‚ нельзя въ точности р%шить задачу о превра- 
щен1и круга въ квадратъ. Приближенное же рЪшен1е можно 
выполнить, если предварительно найти приближенную длину 
полуокружности и зат$мъ построить среднюю пропорщональную 
между этою длиною и радлусомъ. 


337. Теорема. Площадь сектора равна произведен!ю его 
дуги на половину радуса. 


Пусть дуга АВ (черт. 293) сектора АОВ содержить п’. Оче- 


пееиииртикы 


видно, что площадь сектора, котораго дуга 
содержить 1°, составляеть 1/зво Часть ПЛО- 
щади круга, т.-е. она равна 

кА? 

360` 
СлЪд., площадь В сектора, котораго дуга 
содержить п”, равна 


кВ пАп В Черт. 293. 
360 180 2 
тАп . 
Такь какъ--— выражаеть длину дуги АВ, то, обозначивъ ее 


180 
черезь $, получимъ: 


9—5. 
2 
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338. —?атача. Вычислить плошадь сегмента, 
зная рад1усь круга и число градусовъ, за- 
ключающееся въ ДУГ сегмента. 

Чтобы получить плошадь сегмента АЗВ, 
(черт. 294), достаточно изъ плошади сектора, 
АОВ вычесть плошадь тр-ка АОВ. Про- 
ведя АС | ОВ, будемъ имЪть: 


1 
плошадь сектора =5 Ёз; 


1 1 
плошадь тр-ка => ОВ. АС == 5 Ё.АС. 


1 
СлЪд., плош. сегмента = 5 (3— АО). 


Черт. 294. 


Такимъ образомъ, вопросъ приводится къ вычислен!ю высоты АО. 
Геометрически (т.-е. безъ помоцти тригонометр]и) ее можно вычислить 


увидимъ, что АС=Ор и —АВ=- Вр; значитъ, АС есть половина 
хорды, стягиваюшей дугу, вдвое большую дуги сегмента. Отсюда 
заключаемъ, что если хорда, стягиваюшая двойную дугу, будетъ 
сторона такого правильнаго вписаннаго многоугольника, для ко- 
тораго мы знаемъ формулу его стороны, то высота АС опредълится 
геометрически. Напр., пусть дуга сегмента содержить 60°. Тогда Ар 
есть сторона правильнаго вписаннаго треугольника; значить, 
АС=1 ВУЗ. Дуга АВ въ этомъ случаЪ равна 1/; окружности, т.-е. 
к В; поэтому: 


1 р(=В ВУ З\_ 1 = 
= — р г _ =— — 2 — 
плоцт. сегмента 5 (=. —— 158 (2 з3уз). 

Зам чаше. Если хорда АВ есть сторона такого правильнаго 
вписаннаго и—угольника, которую мы можемъ вычислить по данному 
радусу, то плошадь сегмента можно найти также и по слЪдуюшей 
формулз: 


1 
пл. сегм. =„|пл. круга—пл. прав. п"-угольника |. 


339. Теорема. Сумма площадей подобныхъ многоуголь- 
никовъ (или круговъ), построенныхъ на катетахъ прямоуголь- 
наго треугольника, равна площади подобнаго многоугольника 
(или круга), построеннаго на гипотенузЪ, если катеты и гипоте- 
нуза служатъ сходетвенными сторонами этихъ многоугольниковъ 
(или д!аметрами круговъ). 


Пусть 9, Ви 5 будуть площади подобныхъ фигуръ (или кру- 
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говъ), построенныхъ на катетахъ и гипотенузВ прямоугольнаго 
тр-ка АВС (черт. 295). Тогда (326, 335, 2°) 
[Я] _ АВ? В _ ВС* 
5 240’ 5 АС 


Сложивъ эти равенства, найдемъ: 
О+-В_ АВ?-- ВС®. 
$5 40? 
Но АВ*--ВС?=АС? (232;) поэтому: 


ОЕ Е=5. Черт 255. 

340. СлЪдстВе. Если на сторонахъ прямоуголь 
наго треугольника АВС (черт. 296) построимъ 
полукруги, расположивъ ихъ такъ, какъ ука- 
зано на чертежЪ5, то сумма плошадей образо - 
вавшихся при этомъ фигуръ (луночекъ) М и № 
равна плошади треугольника. 

ДЪиствительно, сумма полукруговъ, 
построенныхъ на катетахъ, равна полу- 
кругу, построенному на гипотенузз; 
если же отъ об$ихъ частей этого равен- 
ства отнимемъ сумму сегментовъ 1-го 
и 2-го, то получимъ: 

М- М№М=плош. АВС. 
Фигуры М и № извЪ тны подъ назва- 
нНемьъ Гиппократовыхъ лу- 
ночектъ. *) 

Когда треугольникъ равнобедренный, то обЪ луночки одинаковы 
и каждая изъ нихъ равновелика половин треугольника. 


Черт. 296. . 


ГЛАВА У. 


Состнешеня между сторонами треугольника и радиу- 
сази вписаннаго и описаннаго кругсвъ, 


341. По теоремЪ $ 250 мы имЪемъ: фе=2 Ай, гдЪ Фи с суть двз 
стороны треугольника, и—высота, опушенная на третью сторону 
треугольника, и В—радусъ описаннаго круга. Изъ этого равенства 
выводимъ: 


| 


=, 


*) По имени греческаго геометра Гиппократа Х 10ос- 
скаго, жившаго въ У взкЪ до Р. Хр. 
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Исключимъ изъ этой формулы высоту йв; для этого умножимъ 
числителя и знаменателя дроби на а; тогда, замЪнивъ произведен!е Йза 


удвоенною плошадью треугольника (которую обозначимъ 95), по- 
лучимъ: 


в—106_ 46 
45 4Ур(р-а(-5 (фо 
гдВ р=1/з(а-ь- с). 


Чтобы найти радусъ г внутренняго впи- 1 
саннаго круга (черт. 297), примемъ во вни- 
ман1е, что прямыя ОА, ОВи ОС раздляютъ 
данный тр-къ на три тр-ка, у которыхъ 
основан1ями служатъ стороны даннаго 
тр-ка, а высотою—рад1усъ г. Поэтому: 


хо дм с. 


1 1 1 1 
5=-5 ат---5 бт -Е 5 ст = т.5 (ао =; . 
Черт. 297. Отсюда: ‚=_= Ф-9@-5@-9. 
р р 


Радусъ Ра. внЪвписаннаго круга (черт. 298), касающагося сто- 
роны @, можно опредзлить изъ равенства: 
пл. АВС=пл. АСО-- 
пл. АВО—пл. ВОС, 


1 1 1 
т.-е. Э=5 фа > ао ба. 


Откуда: 
25 29 5 


9 бела 2—4) ра 
Подобно этому найдемъ: 
К 9 
Черт. 298. Ш. 
Между четырьмя раДусами г, ра, Рь, И р сушествуютъ нЪкоторыя 
зависимости. Укажемъ прост5йшую изъ нихь: 
11,1 8—5 32р—2р_р 


ра 0 Ве 5 К 5 “ 
1 1 1 1 
Но-у= > ; слфд., 5 - БК р 


 ДОБАВЛЕНТЕ. | 
Построен!е корней квадратнаго уравнения. 


342. Объ однородности уравнен!й, получае- 
мыхъ при р.шен!и геометричестихъ задачъ. 
Просматривая вс цЪлыя алгебраическ1я выраженя, найден- 
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ныя въ геометр1и для вычисленя различныхь лин 1й, МЫ 
замфчаемъ, что вс они ОДНОГО ИЗМ Врентя, т.-е. вс 
содержать только одного буквеннаго множителя, выражающаго 
длину н%®которой лини. Таковы, напр., выраженя: 


ВИ2... для стороны вписаннаго квадрата; 


ВУ 3... для стороны прав. впис. треугольника; 
скВ.... для длины окружности круга; и т. п. 
(въ посл дней формул буква т означаеть не лин1ю, а отвлеченное 
число 3,14...; поэтому она не влляетъ на изм$рен!е выраженя). 


Просматривая далЪе вс№ пЪлыя алгебраическя выражен1я, 
найденныя въ геометр!и для вычислення площадей раз- 
личныхъ фигуръ, мы замЗчаемъ, что всф они двухъ ИЗМ $- 
рен!й, т.-е. вс содержать по 2 буквенныхь множителя, 
выражающихъ длины нЪкоторыхъ лин!й. Таковы, напр., выра- 
женя: 

в... для площади прямоугольника, 


1 
50%... для площади треугольника; 


1 — 
193... для площади равност. треугольника; 


т!?... для площади круга, и т. п. 


(Подобно этому, какъ мы впослдетви узнаемъ изъ стереомет- 
ри, цфлыя алгебраическя выражен1я, служапия для вычислен1я 
объемовъ, оказываются вс$ трехъ измвревй, т.-е. 
содержатъ въ себЪ по 3 буквенныхъ множителя, выражающихъь 
длины н%которыхъ лин). 


Замётивъ это, примемъ во вниман1е, что всякое уравнен1е 
есть равенство двухъ выражений. Сл$д., въ геометриче- 
скомъ смысл оно представляетъ собою или равенство линЙ, 
или равенство площадей (или равенство объемовъ), или же, 
наконецъ, равенство отношен1й. Когда уравнен1е, составленное 
при р$шен!и геометрической задачи, выражаетъ равенство 
лин!Й, об% его части должны быть одного измфрен1я; когда оно 
выражаетъ равенство площадей, его части должны быть ДВУухЪ 
изм рений, и т. д. Сл$д., во всъхъ случаяхЪ полученное уравне- 
н1е должно быть однороднымъ. Однородность не нарушится и 
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посл преобразоватя уравнен1я, какъ не трудно видфть, при- 
НЯВЪ ВО внимаше все то, что извЪстно намъ изъ алгебры о пре- 
образован уравненй. 


Сказанное, впрочемъ, вЪрно только при томъ услов1и, если 
ни однанзълин1 И, входящихъвъуравнен1е 
не принята за единицу. Въ противномъ случа одно- 
родность нарушается. Напримфръ, уравнене т*=тг?, выражаю- 
щее равенство между площадями искомаго квадрата и даннаго 
круга, обращается въ неоднородное (22=т), когда радтусъ `дан- 
наго круга принять за, 1. 


343. Построен!е корней квадратнаго уравне- 
НЯ. Изъ сказаннато сл$дуетъ, что если при р$шен1и какой- 
нибудь геометрической задачи помощью алгебры мы получили 
уравнен1е (при чемъ ни одна изъ ЛИШЙ, ВХОДЯЩИХЪ ВЪ уравнен1е, 
не была принята за 1), то вс члены этото уравнен1я должны 
быть одинаковаго измфреня. Поэтому, упростивъ квадратное 
уравнен1е, мы всегда приведемъ его къ такому виду: с" ра аб =, 
ВЪ которомъ вс$ члены двухъ изм5рен1й (при чемъ буквы р, аиф 
выражаютъ данныя положительныя длины, а буква х—искомую 
длину, положительную или отрицательную). Если предвари- 
тельно построимъ (231) вспомотательную прямую а, представляю- 
щую с0б0ю среднюю геометрическую прямыхь а и ф (т.-е. по- 


строимь выражене а= ЧИ аь), то, замЗнивъь въ уравнени 
произведене аф на 4?, мы приведемъ его къ такому виду: 


"ра 9?=0. 


Сочетая различными способами знаки -- и — передъ членами 
рт и 47, мы будемъ имть сл$дующе 4 вида квадратныхъ ‘урав- 
ненй: 


1°. 22—ух--4?=0; 3°. ра -На?=о: 
2”. 2—4 =0: 4°; х?--рх—9?=0. — 


Нетрудно видЪть, что уравнен1я 3° и 4° получаются соотв%т- 
ственно изъ уравненйй 1° и 2° посредствомъ замфны въ нихъ 
т на — 5; значить, корни уравнен1й 3° и 4° суть корни соотв%т- 
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`ственно уравнений 1° и 2°, только взятые съ противоположными 
знаками. Поэтому намъ достаточно указать построене корней 
только уравнев!й 1° и 9°. 


Рииининийй 


2 
1°. ^2— рх-+4°=0} Ру (>) —4'; 
р. р. 
р р\ * р (Р\? 
Т.-е. х1=— И (5. — 2. Фбо=—— — (=) —а?. 
"2 5] 1 — о 2] Ч 


р . 
Предположимъ сначала, что 524. Тогла выраженйе 


и 
и (2 —4? представляеть собою катетъ такого прямоуголь- 


наго тр-ка, у котораго гипотенуза есть ?/›, а другой катетъ 
равенъ 4: вслЪдетв!е этого построен1е всего проще можно вы- 
полнить такъ: 

На какой-нибудь пря- 
мой АВ (черт. 299) беремъ === | 
произвольную точку Си / у 
возставляемъ изь нея къ , 
АВ перпендикуляръ, на ко- ! 
торомъ откладываемъ ‘А - = — 
СР=а. Изъ точки О, какъ = `--=-й С», Е 
центра, рад1усомъ,  рав- Черт. 299. 
нымъ #?/,, пересЪкаемъ 
прямую АВ въ нФкоторой точк® О; тогда, проведя прямую ОО, 
мы получимъ прямоугольный тр-къ ОБС, у котораго 


—_ 2 
ос=\ ото (5) —9°. 
Остается теперь къ ?/, приложить ОС (тогда получимъ 21) и 
отъ ?/› отнять ОС (тогда получимъ хо). Пля этого растворенемъ 
циркуля, равнымь ОШ=?/», откладываемъ на прямой АВ, въ 
об% стороны оть точки О отр$зки ОЕи ОК; тотда ЕС =: и СЕ=хо. 


РВ _ _ =. Рх 
Если а — Ч, то уе: если же 5 <4, то корни т: Ито 


будуть МНИМЫе. 


Въ этомъ случа корни всегда вещественные, при чемъ корень 21 
положительный, а хо отрицательный. Такъ какъ выражене 


и (5) +4” представляеть собою гипотенузу прямоугольнаго 


тр-ка, у котораго катеты равны 
р/з и 94, то построенйе всего 
проще можно выполнить такъ: 


Возставивъ изъ точки С' пер- 
пендикуляръ къ АВ (черт. 300), 
отложимь на немъ ОШ==:; 
на АВ отложимъь С0=|,. Про- 
ведя прямую ОШ, мы получимъ 
прямоугольный тр-кь ОСр, 


Черт. 300. у котораго Од = \Уос*+ср= 


и (5)* + 9?. Остается кь ОГ приложить 7» (тогда полу- 


чимъ 2;) и отъ ОД отнять ?/. (тогда получимъ абсолютную велп- 
чину 2). 


чпирывьвьмаетнть 


УПРАЖНЕНТЯ. 


Доказать теоремы: 


261. Въ параллелограммЪ разстоян1я какой-ниубдь точки д1агонали 
отъ двухЪъ. прилежащихъ сторонъ обратно пропори!ональны этимъ 
сторонамъ. 

262, Плошадь трапеши равна произведен!ю одной изъ непарал- 
лельныхъ сторонъ на перпендикуляръ, опушенный изь средины дру- 
гой непараллельной стороны’ на первую. | 
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263. Два четыреугольника равновелики, если У нихъ равны со- 
отвфтетвенно д1агонали и уголъ между ними. 

264. Если плошади двухъ треугольниковъ, прилежалихъ къ оено- 
ван1ямъ трапеши и образуемыхъ пересзчен1емъ ея д1агоналей, равны 
соотвЪтственно р*.и 4?, то плошадь всей трапеши равна (р-О*. 

265. Плошадь правильнаго вписаннаго шестиугольника равна 
3/, плоцали правильнаго описаннаго шестиугольника. 

266. Въ четыреугольникЪ АВСО черезъ середину д!агонали ВО 
проведена прямая, параллельная другой д1агонали АС; эта прямая 
пересЪкаетъ сторону АД въ точкВ Е. Доказать, что прямая СЕ дЪ- 
лить четыреугольникъ пополамъ. 

267. Если мед1ланы треугольника взять за стороны другого тре- 
угольника, то площадь послздняго равна 3/, площади перваго. 

268. Въ круг съ центромъ О проведена хорда АВ. На радусз ОА, 
какъ на д!аметрЪ, описана окружность. Доказать, что плошади 
двухъ сегментовъ, отскаемыхъ хорлою АВ оть обоихъ круговъ, 
относятся, какъ 4:1. 


Задачи на вычисление. 

269. Вычислить плошадь прямоугольной трапеции, у которой 
одинъ изъ угловъ равенъ 60°, зная или оба основан1я, или одно осно- 
ван!е и высоту, или одно основан!е и боковую сторону, наклонную 
къ основан!ю. 

270. Вычислить плошадь равносторонняго треугольника, зная его 
высоту й. 

271. Даны основан1я трапеи Ви фи ея высота Н. Вычислить 
высоту треугольника, образованнаго продолжен1емъ непараллель- 
. ныхъ сторонъ трапе1и до взаимнаго пересченля. 

272. Составить формулу для плошади правильнаго вписаннаго 
12-угольника въ зависимости отъ радлуса круга. 

273. Въ треугольникъ вписанъ другой треугольникъ, котораго 
вершины дЪлятъ пополамъ стороны перваго треугольника; въ другой 
треугольникъ вписанъ подобнымъ же образомъ третйй тр-къ;. въ 
трет1й— четвертый и т. д. безъь конца. Найти предЪзлъ суммы пло- 
шадей этихъ треугольниковъ. 

274. Въ данномъ треугольник® извЪстны стороны а, Ви с. Изъ 
серединъ этихъ сторонъ возставлены перпендикуляры <, уи 2 до 
взаимнаго пересЪчен1я въ центр описаннаго круга. Найти въ за- 
висимости отъ @, ви с величины 2, уи?2и радтусъ В описаннаго круга. 
(Указан\1е: пользуясь теоремою Птоломея (84%), можно вывести 
уравнен1я: $2-+-су=аЕ, сх аг=ь8В, ау-ЕЪх==Е и ах + Фу с2=25, 
гдЪ 8 есть плошадь треугольника). 


Задачи на построене. 
275. РаздЪлить треугольникъ прямыми, проходящими черезъ его 
вершину, на три части, которыхъ плошади относились бы, какъ 
тп: р, 
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276. РаздЪлить пополамъ т-къ прямою, проходяшею черезъ дан- 
ную точку его стороны. 

217. Найти внутри тр-ка такую точку, чтобы прямыя, соединяюция 
ее съ вершинами тр-ка, дЪлили его на три равновелик1я части. 

218.—то же—на три части въ отношении 2:3:4 (или вообще 
т:п:р. 

279. РаздЪлить параллелограммъ на три равновелик1я части пря- 
мыми, исходяшими изъ вершины его. 

230. РаздЪлить параллелограммъ на двЪ части въ отношении т:л 
прямою, проходяшею черезъ данную точку. 

281. РаздЪлить параллелограммъ на 3 равновелик1я части пря- 
мыми, параллельными дагонали. 

282. РаздЪлить плошадь тр-ка въ среднемъ и крайнемъ отношен!и 
прямою, параллельною основан!0. 

283. РаздЪлить тр-къ на три равновелик1я части прямыми, пер- 
пендикулярными къ основан!ю. 

284. РаздЪлить кругъ на 2, на 3... равновеликля части кониетри- 
ческими окружностями. 

285. РаздЪлить пополамъ трапеи!ю прямою, параллельною осно- 
ванямъ. (У казане: продолживъ непараллельныя стороны до 
взаимнаго пересЪчен1я, взять за неизвЪстную величину разотоян1е 
конца искомой лими до вершины тр-ка; составить пропори!1и, исходя 
изъ площадей подобныхъ тр-ковъ...). | 

286. Данный прямоугольникъ превратить въ другой равновелик1й 
прямоугольникъ съ даннымъ основан1емъ. 

287. Построить квадратъ, равновелик!й */ даннаго квадрата. 

238. Превратить квадратъ вь равновеликлй прямоугольникъ, у ко- 
тораго сумма з или разность 4 двухъь смежныхъ сторонъ дана. 

289. Построить кругъ, равновеликй кольцу, заключенному между 
двумя данными концетрическими окружностями. 

290. Построить тр-къ, подобный одному и равновелик1Й другому 
изъ двухъ данныхъ тр-ковъ. 

291. Данный тр-къ превратить въ равновелик1Й равносторонн1й 
(посредствомъ приложеня алгебры къ геометр!и). 

292. Въ данный кругъ вписать прямоугольникъ съ данною пло- 
шадью т? (посредствомъ приложен1я алгебры къ геометрии). 

293. Въ данный тр-къ вписать прямоугольникъ съ данною пло- 
шадью т? (приложенемъ алгебры къ геометр!и). 

Числовыя 3 дзчи на разчые отд 5лы планиметри *). 

294. Катеты прямоугольнаго тр-ка суть 3 ф. и 4А ф. Найти плошадь 
круга, котораго окружность проходить черезъ середину меньшаго 
катета и касается гипотенузы въ ея серединЪ. 


*) Взятя изъ «Сборника геометрическихъ задачъ для 
повторительнаго курса планиметр!и», составилъ М. 
Попруженко, изданйе 3-е, исправленное и дополненное, Москва, 1905 г. 
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295. Точка касанйя окружности, вписанной въ прямоугольный 
тр-къ, дЪлитъ гипотенузу на отрЪзки а и 9. Найти плошадь тр-ка. 

296. Катеты прямоугольнаго тр-ка суть рис. Найти биссектриссу 
прямого угла. р 

297. Радлусы двухъ канцетрическихъ окружностей суть 15 см. 
и 8 см. На продолженномъ д1аметрЪ взята точка на разстоянйи 17 см. 
отъ обшаго центра, и изъ нея проведены касательныя къ этимъ окруж- 
ностямъ. Найти разстоян1е точекъ касанзя. (У казан\1е: при- 
мЪнить теорему Птоломея). 

298. Часть плошади круга, заключенная между стороною вписан- 
наго квадрата и параллельною ей стороною правильнаго вписаннаго 
6-угольника, равна 1/1» (п +3У 3—6) Найти сторону квадрата, равно- 
великаго данному кругу. 

299. Въ ромбъ, который раздЪляется д1агональю на два равно- 
стороннйе тр-ка, вписанъ кругъ. Найти сторону ромба въ зависимости: 
оть рад!уса этого круга. 

300. Въ тр-кф, котораго стороны СУТЬ 4 см., 5 см. и 6 см., прове- 
дены биссектриссы меньшаго угла и смежнаго съ нимъ внЪшняго 
угла. Найти отрЪзокъ противолежацтей стороны, заключенный между 
этими биссектриссами. 

301. Въ равностороннемъ тр-кЪ со стороною @ вписана окружность, 
а изъ вершины тр-ка радтусомъ, равнымЪъ половин его стороны, 
описана другая окружность. Найти плошадь, общую обоимъ кругамъ. 

302. Въ треугольник двЪ стороны суть аи $. Найти третью ето- 
рону и площадь, если уголъ «-ежду сторонами а и 6 равенъ 45°; 60°; 
150°; 120°; 75°; 135°. 

308. Длины двухъ параллельныхЪ хордъ круга суть 30 д. и 16 д., 
а разстоян!е между ними 7 д. Найти плошадь круга. 

304. Черезъ точку, удаленную отъ центра круга на длину д1а- 
метра, проведена такая съкушая, которая дзлится окружностью 
пополамъ. Найти длину сЪкушей, ‚сли радлусъ круга равенъ У6. 

‚305. Въ круг радйуса В проведена хорда, стягивающая дугу 
въ 108°. Найти ея длину. 

306. На дламетрЪ полукруга рад1уса Ё построенъ равностороннйй 
тр-къ. Найти площадь той его части, которая лежитъ внЪ круга. 

307. Найти радпусъ окружности, касательной къ сторонамъ @ и |, 
треугольника, и щентръ которой лежитъ на третьей его сторонЪ с. 

308. Къ двумъ извнЪ касающимся ВЪ точк А окружностямъ, 
радлусы которыхъ суть 3 см. и 1 ем., проведзна внЪшняя касатель- 
ная ВС. Найти плошадь фигуры АВС, ограниченной двумя дугами 
и касательной. 

309. Полуокружность радтуса В раздвлена на три равныя `части 
и точки дфлен1я соединены съ кониомъ д1аметра. Найти площадь, 
ограниченную двумя хордами и заключенною между ними дугою. 

310. Стороны тр-ка АВС продолжены ВЪ одномъ направленйи 
(сторона АВ за точку В, сторона ВС за точку С и сторона СА за 
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точку 4). до точекъ Д,, В; и С:, такъ что АА, =ЗАВ, ВВ, =ЗВС и 
СС, =3СА. Найти отношен!е площадей тр-ковъ АВС и А, В, (.. 
311. Изъ вершины тр-ка проведена къ его’ основан1ю прямая, 
дВляшая основан]{е на два отрззка ти п. Найти длину этой прямой, 
эсли стороны тр-ка, прилежация къ отрззкамъ ти п, сутьаи 6. 


312. Кругъ рад1!уса В обложенъ тремя равными кругами, касаю- 
цтимися даннаго и взаимно. Найти рад!усъ одного изъ этихъ круговъ. 

313. Опредзлить высоту башни, если извЪетно, что нужно отойти 
на а метровъ отъ ея основан1я, чтобы башня была видна подъ угломъ 
въ 30°. 


314. По даннымъ хордамъ аи $, стягивающшимъ дв дуги въ круг 
единичнаго рад1уса, найти хорду, стягиваюцгую разность этихъ дугъ. 
(Указанте: примЪнить теорему Птоломея). 


315. Прямая, параллельная основан1ямъ трапеши, раздВляетъ ее 
на двЪ части въ отношен1и 7:2 (считая оть ббльшаго основан!я). 
Найти длину этой прямой, если основан1я трапеши суть бм. и Зм. 


316. Изъ точки, дЪляшей основан1е тр-ка въ отношен!и т: п, 
проведены прямыя, параллельныя двумъ другимъ сторонамъ. Найти 
отношен1е плошади каждой изъ частей, на которыя разд лится тр-къ, 
къ плошади всего тр-ка. 


317. `Изъ н3»которой точки внутри тр-ка на стороны его а, Бис 
опушены перпендикуляры р,, р», рз. Найти отношен!е площади тр-ка, 
который образуется отъ соединен1я основан! й этихъ перпендикуляровъ, 
къ площади даннаго тр-ка. (Указан1е: см. 8 325). 

318. Вычислить д1агонали трапец1и по четыремъ ея сторонамъ а, 6, 
сиа. (Указанте: надо примЗнить къ д1агонали тебрему о ква- 
дратЪ стороны тр-ка). 


319. Найти площадь трапеши по четыремъ ея сторонамъ а, р, сиа. 

320. На противоположныхъ сторонахъ квадрата построены внутри 
его два равносторонн1е тр-ка. Пересвчен1е сторонъ этихъ тр-ковъ 
опредзляетъь нзкоторый четыреугольникъ. Найти его видъ, стороны, 
углы и плошадь, если сторона квадрата равна а. 


321. Проведена окружность, касающаяся одной стороны прямого 
угла и пересзкающая другую сторону въ точкахъ, отстояшихъ отъ 
вершины угла на 6 см. и 24 см. Вычислить рад1усъ этой окружности 
и разстоян1е точки касан!я отъь вершины угла. 


322. Вычислить плошадь тр-ка по двумъ сторонамъ а и фи ме- 
дан т относительно третьей стороны. 

323. На общей хорд АВ построены (по одну сторону отъ АВ) 
два сегмента, изъ которыхъ одинъ вмЪшаеть уголъ 135°, а другой 120°. 
Найти площадь луночки, заключенной между дугами сегментовъ. 


324. На рал1усахъь квадранта (четверти круга) внутри его построены 
два полукруга. Найти площадь той части квадранта, которая лежить 
вн полукруговъ, если рад1усъ квадранта есть В. 
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325. Въ прямоугольномъ тр-кз АВС опушенъ перпендикуляръ АР 
на гипотенузу ВО. Зная радйусы т. и 1, окружностей, вписанныхъ 
въ тр-ки АВБ и АСБ, найти радпусъ т окружности, вписанной въ 
треугольникъ АВС. 

326. На окружности радлуса Е отложены отъ точки А (по 06% 
ея стороны) двЪ дуги: АС=30° и АВ=60°. Найти плошадь тр-ка АВС. 


СТЕРЕОМЕТРИЯ. 


——-—- 


КНИГА 1. 
ПРЯМЫЯ ПЛОСКОСТИ. 


ГЛАВА Г. 
Опредьлене положещя плоскости. 


344. Опредълен!е. Плоскостью (13) ваз. поверхность, 
обладающая т$мъ свойствомъ, что прямая, проходящая .черезъ 
дв произвольныя точки этой поверхности, лежитъ На 
ней всфми остальными своими точками. 
Возможность существован1я такой поверхности принимается 
за акслому. 

Стереометртей, какь мы говорили во введен1и (14), 
наз. часть геометр!и, въ которой разсматриваются свойства 
такихъ фигуръ, которыхъ не всЪ части помфщаются въ одной 
плоскости. 

345. Акс1омы плоскости. Укажемъ слфдующйя свой- 
ства плоскости, которыя мы принимаемъ за очевидныя: 

1°. Плоскость есть поверхность незамкнутая. 

25° РВеякая плоскость лдфлить пространство на 2 части, изъ 
которыхъ одна расположена по одну сторону отъ плоскости, 
а другая по другую сторону отъ нея. 

3°. Прямая, имфющая съ плоскостью только одну общую 
точку, перес% каетьъ плоскость, т.-е. изъ части простран- 
ства, лежащей по одну сторону отъ плоскости, переходить въ 
часть пространства, лежащую по другую ея сторону; такимъ 
образомъ, двз полупрямыя, на которыя разд$ляется эта прямая 
плоскостью, расположены по разныя стороны оть плоскости. 
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4°. Отр$зокъ прямой, соединяюпий двЪ точки пространства, 
расположенныя по разныя стороны оть плоскости, перес$- 
каетъ эту плоскость, тогда какъ отр$зокъ прямой, соеди- 
няющЯ двЪ точки, расположенныя по одну сторону плоскости, 
не перес$каетъ ее. 

5°. Черезъ всякую прямую можно провести безчислен- 
ное множество плоскостей. 

6°. Всякая прямая, проведенная на плоскости, раздЪляеть 
ее на двЪ части (называемыя полуплоскостям и). 

7”. Плоскость можно вращать вокругъ любой прямой, лежа- 
щей на ней, при чемъ каждую изъ частей, на которыя плоскость 
Длится этою прямою, можно заставить пройти черезъ всякую 
точку пространства. 

346. Изображен!е и обозначен!е плоскости. 

Плоскость изобрежается на чертежЪ 

ВЪ ВИД НФкоторой ея части, обык- 
М М новенно въ форм$ параллелограмма 
или прямоугольника (черт. 301). Обо- 
значается плоскость бблыгею частью 
одною или двумя буквами; такъ го- 
ворятъ: плоскость Р, плоскость ММ. 

347. Теорема. Черезъ веяюя три точки (А, Ви С. 
черт. 302), не лежащия на одной прямой, можно провести пло- 
скость и притомъ только одну. 


Черт. 301. 


1’. Черезъ какля-нибудь двъ 
изъ трехь данныхъ  точекъ, 
напр., черезъь Аи В, проведемъ 
прямую и черезь нее—произ- 
вольную плоскость. Станемъ вра- 
щалть эту плоскость вокрутъ пря-. 
мой АВ; вращая, мы можемъ 

‘Черт. 802. заставить ее пройти черезъ 
точку С. Тогда будемъ имЪть 
плоскость, которая проходитъ черезъ три точки А, Ви С. 

Остается доказать, что такая плоскость можетъ быть только 
одна. 

2°. Предположимъ, что черезъ т же три точки проведены 
лв плоскости. Обозначимъ одну черезь Р‚а другую черезъ Р.. 
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Докажемъ, что эти плоскости сливаются въ одну.—Предвари- 
тельно зам$тимъ, что прямыя АВ, ВС и АС, проходящая черезъ 
каждую пару данныхъ точекъ, принадлежать обфимъ плоско- 
стямъ, такъ какъ эти прямыя им%ютъ пе двЪ общихь точки и съ 
плоскостью Р, и съ плоскостью Р.. Возьмемъ теперь на плоско- 
сти Р какую-нибудь точку М и докажемъ, что эта точка при- 
надлежить и другой плоскости Р.. Для этого на плоскости Р 
черезъ точку М проведемъ какую-нибудь прямую МО, перес3- 
кающую АВи АС въ н®которыхъ точкахъ Еи РЕ. Такъ какъ пря- 
мыя АВи АС принадлежать и другой плоскости Р., то точки 
пхь Ей Е также принадлежать этой плоскости, Велфдетв1е 
этото прямая МО, проходящая черезъ Е и Е, лежить вся въ 
плоскости Р, (по опред$лен1ю плоскости), а потому и ея точка 
М лежить въ этой плоскости. Такимъ образомъ, всякая точка М 
плоскости Р принадлежить и плоскости Р.: значить, эти пло- 
скости сливаются. , 

348. СлЪдетия. 1°. Черезъ прямую и точку внф ея можно 
провести плоскость и притомъ только одну, потому что точка 
внЪ прямой вмЪетЪ съ какими-нибудь двумя точками этой пря- 
мой составляють три точки, черезъ которыя, по доказанному, 
можно провести плоскость и Притомъ одну. 

20. Черезъ двЪ пересфкающ!яся прямыя можно провести пло- 
скость и притомъ только одну, потому что, взявъ точку пере- 
сЪченця и еше по одной точк$ на каждой прямой, мы будемъ 
имЪть три точки, черезъ которыя и Т. Д. 

30. Черезъ двЪ параллельныя прямыя можно провести пло- 
скость и притомъ только одну, потому что паралелльныя. пря- 
мыя, по опред$ленлю, лежать Въ одной плоскости; эта пло-’ 
скость единственная, такъ какъ черезъ одну изъ параллель- 
ныхь и какую-нибудь точку другой можно провести не болЪе 
одной плоскости. 

49. Всякую часть плоскости можно наложить всЪми ея точками 
на другое мЪето этой или другой плоскости, при чемъ наклады- 
ваемую часть можно предварительно перевернуть другою сто- 
роною, потому что всегда возможно наложить одну плоскость 
на другую такь, чтобы у нихъ совпали какля-нибудь три точки, 
не лежапия на одной прямой, а тогда совпадутъ и остальныя 
точки. 

18 
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349. Теорема. Если двЪ плоскости имфютъ общую точку, 
то онф имфютъ и общую прямую, которая проходитъ черезъ 
эту точку и по которой плоскости пересБкаются. 


Пусть плоскость Р (черт. 303) имЪеть точку А, общую съ/дру- 
гою плоскостью @. Проведемъ на плоскости @ черезъ точку А 
какя-нибудь двф прямыя БВ, и СС,. Если бы случилось, что 
одна изъ этихъ прямыхъ лежить и на плоскости Р, то плоскости 
имфли бы общую прямую. Предположимъ, что этого нФть; тогда 
об эти прямыя пересф каютт плоскость Р (345, 3°): 
сл$д., каждая изъ нихъ подразд$лится плоскостью Р на дв% 
полупрямыя, расположенныя по разныя стороны оть этой пло- 
скости. Возьмемъ на полупрямыхь 
АСи АВ каня-нибудь точки Фи р, 
и проведемъ прямую ОП.. Эта прямая, 
переходя изъ части пространства, ле- 
жащато надъ плоскостью Р, въ часть 
пространства, лежащаго подъ пло- 
скостью Р, пересЪчется- съ плоско- 
стью Р въ н$которой точкё Е (345, 4°). 
Такъ какъ, съ другой стороны, пря- 
мая ПП, пимЪфеть съ плоскостью {й 
дв$ общихъ точки (ри 0,), то она 
принадлежить ей вся. Поэтому точка 
Е прямой ОГ, также принадлежитъ 
плоскости @. Итакъ, плоскости Ри @ имЪють двЪ обищя точки 
Аи Е; значитъ, он имбютъь и общую прямую АЕ, проходящую 
черезъ эти точки. 


Черт. 303. 


Что плоскости Ри 0 пересЗкаются по прямой АЕ (а не ка; 
саются), сл дуетъ изъ того, что прямыя ВБ, и СС\, содержапцяся 
ВЪ плоскости (@), перес$каются съ Р. 


350. Сл$Бдстве. Перес$чене двухъ плоскостей всегда 
есть прямая линия. 


ДЗйствительно, если плоскости пересЗкаются, то он имЪютъ 
общую точку, но въ такомъ случа$ он имЪютъ и общую прямую. 
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Какой-нибудь еще общей точки, сверхъ точекь этой прямой, 
плоскости имфть не могутъ, такъ какъ въ противномъ случа$ 
он должны были бы слиться въ одну (348, 1°). 


ГЛАВА П. 


Перпендикулярь КЪ плоскости и наклонныя къ Ной. 


351. Предварительное замБчане. Возьмемъ ка- 
кую-нибудь прямую АВ (черт. 304) и проведемъ черззъ нее 
дв произвольныя плоскости Ри 0; 
затфмъ, взявъ на АВ какую-нибудь 
точку С, гроведемъ на плоскостяхь 
Р и О черезъ эту точку прямыя: 
СПГ АВи СЕТ АВ. Черезъ дв$ пере- 
сЪкаюцияся прямыя СЛ и СЕ про- 
ведемъ плоскость В. Мы получимъ 
тогда такое расположен1е прямой (АБ) 
и плоскости (В), при которомъ эта 
прямая, перес$каясь съ плоскостью, 
оказывается перпендикулярной кКь 
двумь прямымъ (кь Ср; и кь СЕ), 
проведеннымъ на этой плоскости черезъ точку пересченля. 
Докажемъ теперь, что такое расположен1е прямой и плоскости 
обладаеть слфдующимь важнымъ свойствомъ. 


Черт. 304. 


352. Теорема. Если прямая (4.1, черт. 305), пересЪкаю- 
щаяся съ плоскостью (Р), перпендикулярна къ двумъ прямымъ 
(Сри ЕЁ), проведеннымъ на этой плоскости черезъ точку пере- 
сфченгя (В), то она перпендикулярна и ко всякой третьей пря- 
мой (ММ№), проведенной на плоскости черезъ ту же точку пере- 
сфченя. 


Отложимъ произвольной длины, но равные, отр$зки ВА и 
ВА, и проведемь на плоскости какую-нибудь прямую РЕ, 
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которая перес$кала бы прямыя СШ, ММ и ЕЕ. Точки пересз- 
зшя О, №и Е соединимъ съ точками А и А.. Мы получимъ 
-° . Тогда н%еколько тр-ковъ. Раземо- 
тримъ ихъ въ такой послфдова- 
тельности. Сначала возьмемъ тр-ки 
АЕР и А.РО; они равны, такъ 
какъ у нихь: РО общая сторона, 
А)=А,П., какъ наклонныя къ 
прямой АА:, одинаково удален- 
ныя оть основан1я перпендикуляра, 
ВО; по той же причинЪ АЕ=А. К. 
Изъ равенства этихъ тр-ковъ сл%- 
дуетъ, что САБЕ=ДХ А. ОЕ: ПослЪ 
этого п:рейдемъ кь тр-камь АДМ 
и А:ОМ; они равны, такъ какъ 
у нихъ ОМ общая `еторона, А)-=А.ри ХДАОМ = А.ОМ. Изъ 
равенства этихъ тр-ковъ выводимъ, что А№М=А,М. Теперь возь- 
мемъ тр-ки АВМи 4,ВМ; они равны, такь какъ имфють соотвЪт- 
ственно равныя стороны. Изъ ихъ равенства выЫвоДИМЪ, что 
ГАВМ=ХА,ВМ; слёд., АА, 1.ММ. 


353. Опредълене. Прямая наз. перпендикуляр- 
ною къ плоскости, если она, пересфкаясь съ этою пло- 
скостью, образуеть прямые углы со ве%ми прямыми, 
проведенными на плоскости черезъ точку пересченя. Въ этомъ 
случаЪ говорять также, что плоскость перпендикулярна Къ. 
прямой. 

Прямая, перес$кающаяся съ плоскостью, но не перпенди- 
кулярная къ ней, наз. наклонною. Точка пересчен1я 
прямой съ плоскостью .наз.. основан1емъ перпендикуляра 
или наклонной. 

`’ Возможность существован1я перпендикулярной прямой къ 
плоскости составляеть слЪдетв1е предыдущей теоремы и пред- 
варительнаго разъяснен1я 8 351-го. 


Черт. 805. 


354. Теорема. Если черезъ одну и ту же точку прямой 
проведемъ въ пространств сколько угодно перпендикуляровъ 
къ этой прямой, то вс они лежатъ въ одной и той` же плоскости 
(перпендикулярной ко ввятой прямой). 
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Дана прямая АВ (черт. 306) и на ней точка В. Изъ этой точки 
возставимъ ВЪ ‘пространств нФеколько ‘перпендикуляровъ КЪ 
прямой АВ. Для этого че 
резъ АВ проведемъ какля- 
нибудь плоскости Р, ©, 
В, 5... и на каждой изъ 
нихъ черезъ точку В про- 
ведемъ прямую, перпенди- 
кулярную КЪ. АВ. Пусть 
это будуть’ прямыя ВС, 
Вр, ВЕ, ВЕ... Требуется 
доказать, что всЪ эти. пер- 
пендикуляры лежать ВЪ 
одной и той же плоскости, 
перпендикулярной къ АВ. Для ‘доказательства черезЪ какля- 
нибудь два изъ нихъ, напр., черезъ ВСи ВО, проведемъ плоскость 
М, которая, согласно предыдущей теорем, будетъ перпенди- 
кулярна кь АВ. Вообразимъ теперь, что какой-нибудь изъ про: 
чихъ ‘перпендикуляровъ, напр., ВЕ, проведенный ВЪ ПЛ. В, 
не лежитъ въ пл. М . Тотда пересЪчен1е плоскостей Ви М должна 
быть нЪкоторая прямая, не сливающаяся съ ВЕ, и, слЪд., ВЪ пл. В 
должны существовать о перпендикуляра къ АВ, проходяще 
черезъ точку В: одинъ ВЕ, а другой пересвчене плоскостей 
М и В (352); такъ какь это невозможно, то нельзя допустить, 
чтобы какой-нибудь изъ проведенных нами перпендикуляровъ 
не лежалъ въ пл. В; значитъ; всЪ они лежать въ этой плоскости, 
которая, какъ мы говорили, перпендикулярна къ АВ. 


Черт. 306. 


355. Теорема. Черезъ всякую точку пространства можно 
провести плоскость, перпендикулярную къ данной прямой, и 
притомъ только одну. 


Разсмотримъ отдЪльно 2 случая: когда точка лежитъ на данной 
прямой и когда она расположена внЪ этой прямой. 

1°. Пусть С'будеть точка, взятая на данной прямой АВ (черт. 
307). Проведемъ черезъ, эту прямую какя-нибудь двЪ плоскости 
Риби на нихь возьмемъ прямыя Ср и СЕ, перпендикулярныя 
къ АВ. Черезъ эти дв перес$кающияся прямыя проведзмъ 
плоскость В. Эта плоскость перпендикулярна къ АВ-въ точк® ©. 
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потому что двЪ ея прямыя Сри СЕ перпендикулярны къ АС, 
и, сл$д., всякая третья прямая, проведенная на В черезъ точку С, 
также перпендикулярна къ АВ (352). 


Для доказательства, что такая’ 
плоскость можеть быть только од- 
на, допустимъ, что черезъ точку 
С можно провести еще другую 
плоскость, перпендикулярную къ 
АВ. Обозначимъ ее В!:. Эта пло- 
скость должна  пересЪчься съ 
плоскостью Р по такой прямой, 
которая, во 1, проходить черезъ С 
и, во 2, перпендикулярна къ АВ. 
| | Но на плоскости Р существуеть 
только одна такая прямая, именно прямая СО, которую мы 
раньше провели; значить, плоскость В, должна пересЪчься съ 
Р по той же прямой СО, по которой съ ней пересЪкается и пл. В. 
Такъ же Уб$димся, что пл. В, должна пересфчься съ пл. 9 по 
той же прямой СЕ, по которой съ ней перес% кается пл. В. Сл$д,, 
пл. А; должна проходить черезъ т$ же пересфкаюрцяся прямыя 
Сри СЕ, черезъ которыя проведена нами ранЪе плоскость В. 
Но черезъ 9 пересЗкающяся прямыя можно провести только 
одну плоскость; значить, плоскости Ви В, должны слиться ВЪ 
одну. | 


2°. Пусть р будеть точка, взятая внф данной прямой АВ 
(черт. 307). Проведемъ черезъ Ди АВ плоскость Ри черезъ 4АВеще 
какую-нибудь плоскость 4); на первой опустимъ на АВ изъ точки 
р перпендикуляръ ШОС, а на второй возставимъ къ АВ изъ точки ( 
перпендикуляръ СЕ. Плоскость В, проходящая черезъ ОС и СЕ, 


и будеть плоскостью, препендикулярною кь АВи проведенною 
черезъ точку Л (352). 


Черт. 307. 


Предположимъ теперь, что черезъ точку Г можно провести 
еще другую плоскость В,, перпендикулярную къ АВ. Эта пло- 
скость должна перес$чься съ пл. Р по такой прямой, которая, 
во 1, проходить черезъ р и, во 2, перпендикулярна кь ДВ. Но 
на Ил. Р существуеть только одна такая прямая, именно перпен- 
дикуляръ ОС, который ‘мы провели раньше; значить, пл. В, 
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должна пересечься съ пл. Р по той же прямой ПС, по которой 
съ ней пересЗкается и пл. В. Но тогда съ пл. © пл. В, можеть 
пересЪчься только. по прямой СЁ, такъ какъ это—единственная 
прямая плоскости О, проходящая черезъ С и перпендикуляр- 
ная кь АВ. Такимъ образомъ, пл. В,, проходя черезъ т$ же 
двЪ перес$каюшяся прямыя ДС и СЕ, черезъ которыя прове- 
дена пл. В, должна слиться съ этою плоскостью. 


356. Теорема. Черезъ всякую точку пространства можно 
провести перпендикуляръ къ данной. плоскости и притомъ только 
оДинЪъ. 


Раземотримъ отдЪльно 2 случая: когда точка, черезъ которую 
требуется провести перпендикуляръ къ данной плоскости, 
лежитъ на этой плоскости, и когда она расположена, вн? ея. 


1°. Пусть точка О лежить на плоскости Р (черт. 308). Про- 
ведемъ черезъ нее на этой плоскости какую-нибудь прямую ММ 
и затёмъ черезъь ту же 
точку О проведемъ пло- 
скость 09, перпендикуляр- 
ную кь прямой ММ, что, 
какъ мы видфли (355, 1°), 
всегла возможно. Пусть 
плоскости Ри 9 перес%- 
каются по прямой АВ. Въ 
плоскости @ проведемъ 
Черт. 808 ОСТ АВ. Докажемъ, что 
полученная такимъ обра- 
зомъ прямая ОС’ есть перпендикуляръ КЪ плоскости Р. Такь 
какь прямая ММ перпендикулярна КЪ пл. О, то она пер- 
пендикулярна ко всякой прямой, проведенной на этой 
плоскобти черезъ точку О; значить, ОСЕММ. Сь другой сто- 
роны, ОСТ АВ по построен1ю. Значить, прямая ОС перпенди- 
кулярна кь ДВУМЪ Ирямымъ, проведеннымъ на пл. Р 
черезъ точку О; сл$д., она перпендикулярна къ пл. Р. 


Предположимъ теперь, что кромЪ найденнаго нами перпен- 
дикуляра ОС существуеть еще другой перпендикуляръ ОС: 
(черт 309), проведенный къ пл. Р черезь ту же точку 0. Про- 


ведемъ черезъь прямыя ОС и ОС, плоскость (она не указана, на 
‘чертеж); нусть эта плоскость пересЪчется съ пл. Р по прямой ОН. 
Тотда углы СОН и С1ОН должны 
оказаться оба прямые. Но 
это невозможно, такъ какъ одинъ 
изъ этихъ угловъ  составляеть 
часть другого. Значить, дру- 
гого перпендикуляра черезъ точку 
О кь пл. Р провести нельзя, 
92°. Пусть точка О’ лежить вн% 
плоскости Р (черт. 310). Прове- 
демъ на этой плоскости произ- 
вольную прямую ММ и затфмь черезъ точку О проведемъ пло- 
скость ©), перпендикулярную къ прямой ММ, что всегда, воз- 
можно (355, 2°). Пусть плоскости Ри О пересЪкаются по прямой 
АВ. На пл. 9 проведемъь ОС | АВ. Докажемъ, что полученная 
_такимъь образомъь прямая ОС есть 
перпендикуляръ къ пл. Р. Для этого 
достаточно показать, что эта прямая 
перпенликулярна кь какимъ-нибудь 
двумъ прямымъ, проведеннымъ на 
пл. Р черезъ точку С. Къ одной такой 
прямой, именно кь АВ, прямая ОС 
перпендикулярна по зостроен1ю. За 
другую прямую возьмемь СП, со- 
единяющую точку С съ какою-нибуль 
точкою О) прямой ММ. Для доказа- 
тельства, что ОССП, продолжимъ 
ОС на длину СО, ==0ОС и точки Ои 0, 
Черт. 810. соединимъ прямыми съ Ди ДЛ. Такь 
какъ ММ№.-1.9,то ММ. АОи ММ АО,; 
значить, тр-ки ОАР и О.А прямоугольные при вершин® А. 
У нихъ катеть АЛ общ и катеты АО и АО, равны, кагь наклон- 
ныя, проведенныя на пл. () изъ точки А къ прямой 001, при чемъ 
разстоян1я ихъ основан!Й отъ основаня перпендикуляра АС 
(отр$зки: ОС и 0,С) равны. Изъ равенства этихъ тр-ковъ сл$дуеть, 
что 02=0:0. Перейдя теперь кь тр-камъ ОСГ и 0,СЬ, видимъ, 
что они равны, такь какь стороны одкого равны соотьЪ№тственно 


Черт. 309. 
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сторонамъ. другого... Сл$д., Д000=Г.0.:СГ и потому углы эти 
прямые. Такимъ образомъ, оказывается, что ОСТСА и ОСЬ С; 
значитъ, ОСР. | 


Допустимъ теперь, что кромЪ 
найденнаго нами периендикуляра 
ОС можно опустить изъ точки О 
на пл. Р еше другой перпенди- 
куляръ ОС, (черт. 811). Тогда, 
соединивъ точки С’. и. С, прямой, 
‘мы получимъ тр-кь ОСС:, У ко- 
тораго два угла (при вершинахъ. 
Си С!) прямые. Такъ какъ. это 
невозможно, то другого перпендикуляра изъ точки О на пл. Р 
опустить нельзя. | о | 


Черт. 311._ | 


357. Сравнительная длина перпендикуляра и 
наклонныхъ. Когда изъ одной точки `'А.(черт. 312) проведены 
кь плоскости перпендикуляръ АВ и наклонная АС, условимся 
называть проекц1ей наклонной на плоскость прямую ВС, 
проведенную между основан!ями перпендикуляра и наклонной. 


Теоремы. . Если изъ одной и той же точки (А, черт. 312), 
‘взятой внЪф плоскости (Р), проведены къ этой плоскости пер- 
‘пендикуляръ (В) и’какя-нибудь наклонныя (4С, АД, АЕ...), то: 


` 10, перпендикуляръ короче вся- 

‚кой наклонной; ОИ 

_ 20 дв наклонныя,. имфющя 

равныя `проекщи, равны; 

--3°,- изъ ‘двухъ накленныхъ‘` Та 

больше ; которой проекцуя больше: - 

Вращая прямоугольные ‘гр-ки 

АВС и АВГ вокругь катета АВ, 

мн можемъ совмБетить. ихь пло- 
’_скости съ плоскостью: тр-ка АБУ. Черт. 812 

Тогда вс наклонныя будуть ле- 

жать въ одной плоскости съ перпендикуляромъ, и.во% проек 
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расположатся на одной прямой. Такимъ образомъ, доказываемыя 
теоремы приводятся къ аналогичнымт теоремамъ планиметр1и 
(59, 1и 2). 


ЗамЪчане. Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ точки 
А на пл. Р (черт. 312), принимается за м5ру разстоян{я 
точки 4 оть пл. Р. 


358. Обратныя теоремы. Если изъ одной и той же 
точки, взятой внЪ плоскости, проведены къ этой плоскости пер- 
пендикуляръ и какя-нибудь наклонныя, то равныя наклонныя 
имЪютъ равныя проекщи, и изъ двухъ проекщй та больше, 
которая соотвЪтствуетъ ббльшей наклонной. 


_ Доказательство (оть противнаго) предоставляемь самимъ 
учащимся. 


‘359. Приведемъ еще слфдующую теорему о перпендикуля- 
рахъ, которая понадобится намъ впослФдетв1и *). 


Теорема. Прямая (ПЕ, черт. 313), проведенная на пло- 
кости (Р) черезъ основан! наклонной (АС) перпендикулярно 
къ ея проекщи (ВС), перпендикулярна и къ самой наклонной. 


Отложимъ произвольные, но рав- 
ные, отр$зки СЛ и СЕ и соединимъ 
точки 4и Всь Ли Е. Тогда будемъ 
имфть: ВО=ВЕ, какъь наклонныя 
къ прямой ДЕ’ одинаково удаленныя 
оть основан1я перпендикуляра ВС; 
АР=АЕ,. какъ наклонныя къ пло- 
скости Р, имБющия равныя проекщи 
ВБ и. ВЕ. Велфдетые этого Л АРЕ 
| есть равнобедренный, и потому его 
Черт. 3818. медана АС перпендикулярна къ 0ос- 
| нован!ю ПЕ (39). 


*) Въ н$которыхъ курсахъ геометр1и теорема эта (или нЪсколько 
измненная) носить названНе теоремы трехъ пе рпенди- 
куляровъ. “ДЪйствительно, гъ ней гогорится о связи, соединяю- 
шей слздуюция 3 перпендикуляра: 1) АВ къ пл, Р, 2) ВС къ прямой 


ВЕ и`8) АС къ той же прямой РЕ. _ 
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ГЛАВА Ш. 


Параллельныя прямыя и плоское. —_ 


чоонифинииарчинининою 


Параллельныя прямыя. 


360. Предварительное замЪчане. Двф прямыя 
могуть быть расположены въ пространств такъ, что ‘мерезъ 
нихъ нельзя провести плоскости. Возьмемъ, напр., двЪ такля 

А. прямыя АВ и ПЕ, изъ которыхъ 
одна пересЪкаетъ н®которую пло- 
скость Р, а другая лежить на 
ней, но не проходить черезъ точку 
перес$ченля. С. Черезъ таюмя двъ 
прямыя нельзя провести плоско- 

В сти, потому что въ противномъ 

Черт. 814. случаЪ черезъ прямую ОЕ и точку 

С проходили бы двз различныя 

плоскости: одка Р, перес$кающая прямую АБ, и другая, содер- 
жащая ее; а это невозможно (348, 15°). 


Двз прямыя, не лежапая въ одной плоскости, конечно, не 
пересЪкаются, сколько бы ихь ни продолжали; однако `ИХЪ 
не называютъь параллельными, оставляя это’ назване только 
для такихъ прямыхъ, которыя, находяс ъ въ одной 
плоскости, не пересекаются, сколько бы ихь ни продол- 


| ик 
Двф прямыя, не лежапия въ одной плоскости, наз. в кр е- 


щивающимися. 


}Вь планиметр]и мы виДЪлИ (ат и 19), ато ерезъ всякую очку 
плоскости можно. провести. прямую, параллельную данной 
прамой, и притомъ только одну. То же самое можно &казать 
с всякой ТОЧЕК пространства, иотому что черезъ. ту 
и данную прямую можно провести плоскость и только одну. 
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361. Теорема. Если плоскость (Р, черт. 315) пересЪкаетъ 
одну изъ параллельныхъ прямыхъ (АВ), то она пересБкаетъ 
и другую (СР). Г Г’ | 


Проведемъ черезь АВ. и СП плоскость, Эта плоскость содер- 
житъ въ 060% ту точку В, въ которой прямая АВ: перес$кается 
съ Р; значитъ, эта плоскость пеге- 
сфкается съ Р по н%которой прямой 
ВЕ (349). Эта прямая, находясь въ 
одной плоскости съ АВи СГ и пере- 
сткая одну изъ этихъ параллельныхъ, 
‚ должна перес$чь и другую (80). въ 
нЪкоторой точкЪ РГ. Точка Е, нахо- 
дясь заразъ на прямой ВЕ и на пря- 
мой СЮ, должна быть точкою перес$- 
чентя плоскости Р съ прямой СР. 


Черт. 315. 


362. Теорема. Если плоскость (Р, черт. 316) перпендику- 
А С лярна къ одной изъ параллель- 
| ныхЪ прямыхъ (АВ), то она пер- 

пендикулярна и къ-другой (СТ). 


Предстоить доказать, что, во 1°, 
ил. Р пересЪкаеть прямую СП, 
а во 2°, эта прямая перпендику- 
лярна къ какимъ-нибудь двумъ 
прямымъ, проведеннымт на пло- 
скости Р черезъ основан1е СР. 


Черт, 816. — ‚ 1°. Плоскость Р дояжна пере- 
Вчь СР, потому что она, по услов!ю, перескаетъ прямую 
АВ, параллельную СТ. , | 
2°. Проведёмъ черезь АВ и СГ плоскобть В и возкмемъ` ея 
перес$чен1е ВЛ) съ плоскостью Р. Такъ какь, по Условю, `АВ 
перпендикулярна кь Р, то. АВ.1-ВГ; поэтому и СЕВ (82). 
ЧТроведемъ ‘на. плоскости Р прямую РЕ, перпендикулярную 
кь.ВЛО, и возьмемъ какую-нибудь наклонную. МО, для которой 
проекщей. служить ВЬ; Прямая ЕО, будучи. перпендикулярна 
къ проекци ВО; должна быть перпендикулярной и къ наклонной 
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МЛ (359) и, слЪд., пернендикулярна къ плоскости В (352), вна- 
чить, и къ прямой СЛ. Такимъ образомъ, прямая СО оказывается 
перпендикулярною къ дВумЪ прямымь плоскости Р, именно 
кь ОВ и кь ОЕ; слёд., она перпендикулярна къ этой плоскости. 


* 


` 


Черт. 817. | Черт. 318. 


363. Обратная теорема. Если двЪ прямыя (АВи СО, 
черт. 317) перпендикулярны къ одной и той же плоскости (Р), 
то онф параллельны. 


— 


Предположимъ противное, т.-е. что прямыя АВ и СП не па- 
раллельны. Проведемъ тогда черезъ точку О прямую, параллель- 
ную АВ. При нашемъ предаоложен!и это будеть-какая-нибудь. 
прямая ОСу, не сливающаяся съ ГС. Согласно прямой теорем$, 
линя ШС, будеть перпендикулярна КЪ пл. Р. Тогда, слд., 
°мы будемъ имЪть два перпендикуляра къ Пл. Р, проходящие 
черезъ одну и ту же точку: ОС и ОС,. Такь какъ это невозможно, 
то нельзя допустить, чтобы прямыя АВи СШ были непараллельны. 


в64. Творема. Если дв прямыя (2 и 3, черт. 318) парал- 
лельны третьей прямой (С), то онЪф параллельны между с0б0й. 


'Проведемъ плоскость Р, перпендикулярную КЪ С. Тогда 
Аи В будуть пернендикулярами къ этой нлоскости (362), и, 
слВд., А ПВ (363). „.-- 2. о 


365. Теорема. Если двЪ прямыя (Аи В, черт. 319) парал- 
пельны и черезъ каждую изъ нихъ проходитъ плоскость, то 
линя пересфченя этихъ плоскостей (если она существуеть) 
параллельна первымъ прямымъ. ` о о 
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- Пусть черезь прямую А проходить пл. Р и черезь прямую 
В-—пл. 9, и пусть эти плоскости перес%каются по прямой СО: 
требуется доказать, что СОА и 
Р СР1 В.—Черезь какую-нибудь точку. 
Е лини пересчен!я вообразимъ пря- 
мую 4:, параллельную А; тогда эта 
прямая должна быть также параллельна 
и В. Такъ какь прямая А. параллельна 
А и проходить черезъ точку ЕЁ, то А, 
` должна лежать въ плоскости, содержа- 
щей прямую А и точку Е, т.-е. въ пл. Р. 
Съ другой стороны, такъ какъ прямая А, 
Черт. 319. параллельна Б и проходить черезъ 
точку Е, то 4, должна лежать въ пл. 9. Если же прямая А, 
лежитъ заразъ и въ пл. Р, и вь пл. 0, то она должна совпадать 
съ линтей перес$чен1я СТ; значить, СГ | Аи СБ В. 


рчз;----7- 


Прямая и плоскоеть, параллельныя между собою. 


366. Опредълене. Плоскость и прямая, не лежащая 
ВЪ ЭТОЙ ПЛОСКОСТИ, наз. параллельным и, если он 
не перес $ каются, сколько бы ихъ ни продолжали. 

СлВдующя дв\ теоремы 
выражають признаки 
параллельности прямой съ 
плоскостью. 

367. Теорема 1. Если 
.. прямая (АВ, черт. 320) и 

Черт. 320. плоскость (Р) перпендику- 
лярны къ одной и той же прямой (АС), то он параллельны. 

Предноложимъ, что прямая АВ пересЗкается съ пл. Р въ 
нЪкоторой точкз М; тогда, соединивъ прямой эту точку съ точ- 
кой С, въ которой пл. Р пересЖкается съ данной прямой, мы 
будемъ имть два перпендикуляра МС и МА на прямую АС 
изъ одной-течки М, что невозможно; значить, АВ не пересЪ кается 
съ Р, т.-е. АВ параллельна Р.. 


— 287 — 


Теорема 2. Если прямая (АВ, черт. 321), параллельна 
какой-нибудь прямой (С.О), проведенной на плоскости (Р), то она 
параллельна самой плоскости. 

Проведемь черезь АВ и СР , 
плоскость В, и предположимъ, А | 
что прямая АВ гд$-нибудь пере- 
сфкается съ пл. Р. Тогда точка 
пересчен1я, находясь на ирямой 
АВ, должна принадлежать также Р 
и пл. В, на которой лежить ДВ; 
въ то же время точка перес$ченя, 
конечно, должна принадлежать и 
пл. Р. Значитъ, точка перес®чешя, находясь заразъ и на пл. В, 
и на пл. Р, должна лежать на прямой СО, по которой пере- 
сЪкаются эти плоскости; слЗд., прямая АВ перес$кается съ пря“ 
мой СШ. Но это’ невозможно, такъ какъ, по условю, АВ СО. 
Значитъ, нельзя допустить, чтобы прямая АВ пересзкалась 
съ пл..Р, и потому АВ|Р. 

Послфдующия теоремы выражаютъ н%которыя свой- 
ства прямой и плоскости, параллельныхъ 
между собою. 

368. Теорема. Если плоскость (В, черт. 321) проходитъ 
черезъ прямую (48), параллельную. другой плоскости (Р), и 
пересЪкаетъ эту плоскость, то линня пересфченя (СО) парал- 
лельна первой прямой (АВ). 

Дъйствительно, во 1-хъ, прямая СГ лежитъ въ одной пло- 
скости съ АВ, во 2-хъ, эта прямая не можеть перес$чься съ АВ, 
потому что въ противномъ случа прямая АВ перес®калась бы 
съ плоскостью Р, что невозможно. 

369. Слъдетье. Если прямая (АВ, 
черт. 322),. параллельна двумъ пересЪкаю- 
щимся плоскостямъ (Ри 4), то она па- 
раллельна лини ихъ пересфченя (СЛ). 

Вообразимъ плоскость черезъ АВ и ка- 
кую-нибудь точку М прямой Ср. Эта 
плоскость должна перес$чься съ Ри [й] 
по прямымъ, параллельнымь АВ и про- 
ходящимь черезь М. Но черезъ* М можно Черт. 822. 


< й 


Черт. 3821. 


— 288 — 


провести только одну прямую, параллельную АВ; значить, два 
пересВчен1я воображаемой плоскости съ. плоскостями Ри 9 
должны слиться въ одну прямую. Эта прямая, находясь заразъ ' 
на пл. Ри на пл. ©, должна совпадать съ прямой СШ, по ко- 
торой плоскости Ри 0 перес$каются; значить, СО | АВ. 
ЗТО. Теорема. Вс точки пря- 
В мой (АБ, черт. .323), параллельной. 
плоскости (Р), одинаково удалены отъ 
этой плоскости. ° 
Изь какихъ-нибудь точекь Ми № 
прямой АВ опустимъ на Р перненди- 
куляры МС и МО. Такъь какъ эти 
перпендикуляры параллельны (363), 
то черезь нихь можно провести пло- 
скость. Эта плоскость пврес$кается съ Р по прямой СО, парал- 
лельной АВ (368): поэтому фигура ММ№МОС есть параллелограммъ 
и слёд.. МС=МО. Но длина перпендикуляра, опущеннаго изъ 
точки на плоскость, принимается за мфру разстоян1я 
этой точки отъ плоскости; значить, любыя точки Ми м пря- 
мой АВ одинаково удалены оть пл. Р. 


Черт. 323. 


Параллельныя плоекоети. 


° 371. Опред$ленте. ДвЪ плоскости наз. параллель- 
ными, если он не перес $ каются, сколько 
бы ихъ ни продолжали. | 
А Слфдующия дв теоремы выражаютъь 
| признаки  параллельности  твухь 
плоскостей. 

372. Теорема 1. Если двЪ плоскости 
(Ри 0, черт. 324) перпендикулярны къ 
одной и той же прямой (АВ), 1 то онф парал- 
лельны. 

Дъйствительно, если бы плоскости Р 
и © пересЪкались, то черезъ всякую точку. 
В ‚ Ихь пересЪчен1я проходили бы двз пло- 
скости Ри 0, перпендикулярныя къ пря- 
Черт. 324. мой АВ, что невозможно. 
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Теорема 2. Если двЪ пересфкающуяся прямыя (АВ и АС, 
чэрт. 325) одной плоскости (Р) соотвфтетвенно параллельны 
двумъ прямымъ (4,В, и 4,С,) другой плоскости (4), то эти 
плоскости параллельны. 

Изъ точки А опустимъ на пло- 
скость О перпендикуляръ АА. и про- 
ведемъ прямыя А:1В:1 и А.1Сл1, с00т- 
вфтственно параллельныя прямымъ 
А.В, и А.С1; эти прямыя также парал- 
лельны и ливямь АВ и АС (364). 
Такъ какъь 44111 А.В: и АВ || А! В: 
то 44.1 АВ; такъь же доказывается, 
что АА. АС. СлФд., прямая АЛ: 
перпендикулярна къ плоскости Р 
(352). Такимъ образомъ, плоскости Р Черт. 345. 


и О перпендикулярны къ одной и той же прямой АА: 1 и потому 
параллельны. 


Послздуюцщия теоремы выражаютъ нзкоторыя свойства 
параллельныхъ плоскостей. 


373. Теорема. Если двЪ параллельныя плоскости (р и ©, 
черт. 326) пересфкаются  третьею 
плоскостью (В), то лини перес Бченя 
(АС и ВО) параллельны. 


ДъЪйствительно, во 1-хь, Прямыя 
АС и ВГП находятся въ одной пло- 
скости (В), во 2-хъ, онф не могутъ 
пересЪчься, такъ какъ въ противномъ 0 
случа перес$кались бы плоскости Р 
и О, что противор$чить услов!ю. 


Черт. 325. 


374. Теоремы. 1°. Если пря- 
мая пересЪфкаетъ одну изъ параллельныхъ плоскостей, то она 
пересфкаетъ и другую. 

20. Если плоскость пересБкаетъ одну изъ параллельныхъ 
плоскостей, то она пересфкаетъ и другую. 


1°. Пусть прямая АВ (черт. 327) пересЪкаеть въ точкЪ В 
плоскость Р, параллельную ©. Соединимъ прямою точку В съ 


д“ т. 


о оленя 19 
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какою-нибудь точкою плоскости О и черезь АВи ВС проведемъ 
плоскость (не указана на чертеж). Эта плоскость, содержа 

А | въ себЪ точки Ви С, перес®кается въ Р 

и © по н$которымъ прямымъ ДЕи ЕН , 
которыя параллельны (373). Прямая АВ 
лежитъ въ одной плоскости съ ОЁи ЕН 
и перес$каеть одну изъ этихъ парал- 
лельныхъ; слЪд., кавъ мы знаемъ изъ 
планиметр1и (80, 1°), она пересъчетъ и 
другую; значить, перес$четь и пло- 
скость 0. 

2”. Пусть какая-нибудь плоскость пе- 
ресЪкаеть илоскость Р (черт. 327), па- 
раллельную @. Тогда на ней можно’ взять прямую АВ, которая 
тоже перес$каеть плоскость Р; по доказанному эта прямая 
перес$каеть и плоскость ©; значить, съ этою плоскостью пере- 
сФчется и та плоскость, въ которой ваята АВ. 


375. Теорема. Если прямая (АВ, черт. 328), перпенди- 
кулярна къ одной изъ параллельныхъ плоскостей (къ Р), то 
она перпендикулярна и къ другой (къ 0). 

Прямая АВ, пересЪкая одну изъ параллельныхъ плоскостей, 
перес$четь и другую въ Ифкоторой точк\ В. Проведемъ черезъ 
АВ как1я-нибудь дв плоскости Ми М 
которыя перес$кутся съ Ри 0 по парал- 
лельнымъ прямымъ (373): одна по ВС 
и В,С:, другая по Ври В,П,. Согласно 
услов1ю, прямая АВ перпендикулярна 
къ ВС и ВФ, слфл., она также перпен- 
дикулярна къ В:С. и В,П), а потому 
перпендикулярна и къ плоскости 0. 


Черт. 327. 


376. Теорема. Черезъ всякую 
точку (В, черт. 328) пространства можно 
провести плоскость (Р), параллельную 
данной плоскости (©) и притомъ только одну. 

Всегда возможно изъ точки В опустить на пл. (&) перпендику- 
ляръ ВВ, и затЪмъ черезъ точку В провести пл. Р, перпенди- 
кулярную къ ВБ;. Эта плоскость будетъ параллельна Ц (372, 15). 


Черт. 328. 
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Другой плоскости, параллельной @, черезъ точку В провести 
нельзя, такъ какъ, если бы это было возможно, то тогда черезъ 
точку В проходили бы двЪ плоскости, перпендикулярныя къ ВВ! 
(375), что невозможно. 


377. Теорема. Отрфзки параллельныхъ прямыхъ (Аб И 
ВО, черт. 329), заключенные между параллельными плоскостями 
(Ри 9), равны. 

Черезъ параллельныя прямыя АС 
И ВО проведемъ плоскость В; она 
пересфчетъ Ри 0 по параллельнымъ 
прямымъ АВ и СО; сл$д., фигура 
АВС будеть параллелограммъ, и 
потому АС=Вр. 

378. СлЪдетв1е. Параллельныя 
плоскости вездЪ одинаково удалены 
одна отъ другой, потому что, если 
параллельныя прямыя АС и ВО 
(черт. 329) будуть перпендикулярны 
кь Р, то онф также будуть перпендикулярны кь Фи въ то же 
время равны. 


Черт. 329. 


379. Теорема. Два угла (ВАС и В,А.С\, черт. 330) въ 
соотвЪтсетвенно параллельными и одинаково направленными стс- 
ронами равны и лежатъ въ параллельныхъ плоскостяхъ (Ри 4). 

Что плоскости Ри © параллельны, было доказано прежде 
(372, 2°); остается доказать, что углы А и 4, равны.— 

Отложимь АВ=А.В,, АС=А.С, и проведемъ 441, ВБ, СС, 
ВС и В,С,:. Такъ какъ отр$зки АВ и 
А.В, равны и параллельны, то фигура 
АВВ, А, есть параллелограммъ (99, 2°); 
поэтому отр$зки АД, и ВВ, равны и 
параллельны. По той же причин$ равны 
и параллельны отрфзки АА, и СС); 
слзд., ВВ: [ СС, и ВВ, =СС,. Поэто- 
му ВС = В.С, и А АВС = А 4,В,С, 
(по тремъ сторонамъ); — значить, 


ДА=ХА.. 


‘Черт. 330. 
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38С. Теорема. Если двЪ прямыя (АВ и СРО, черт. 331) пересфкаются 
рядомъ гараллельчьхь плоскостей (Р,О,Е...), то он разефкаются этими пло- 
скостями на пропорщональныя части. 
Пусть ЕР,Н...будутъ точки перес$ чен1я 
прямой АВ съ плоскостями Р,О0, Е... и 
К,Г,М...—точки пересЪчен1я другой прямой 
СР съ тми же плоскостями; требуется дока- 
зать,`что части ЕР, РН... одной прямой про- 
пори!ональны частямъ КГ, ГМ... другой пря- 


мой, т.-е. что 
ЕР ЕН 


КЕ ГМ“ 

Проведемъ черезъ точку Е прямую СР;, па- 
раллельную СР, и черезъ двЪ пересЪкасцг'яся 
прямыя АВи С,0, вообразимъ плоскость. Пря- 
мыя №Е, М,Н..., по которымъ эта плоскость 
перес$ кается съ данными плоскостями, должны 
быть параллельны между собою (373); по- 
Черт. 381 этому (819). 


ЕР _ ЕН _ 

В ГМ, 

Но ЕЁ! =КГ, 4 М, =ГМ.... (877); подставивъ въ полученный рядъ 
равныхъ отношенйй отр$зки КГ, СМ... вмЪето Е[., [41 М\..., получимъ 


то, что требовалось доказать. 


ГЛАВА ТУ. 
Двугракные углы, 


381. Опред$ление. Фигура, образованная двумя полу- 
плоскостями (Ри 0, черт. 332), 
исходящими изъ одной прямой 


А (АВ) (вмЪстЪ съ частью про- 
странства, ограниченной ими) 
наз. двуграннымъ уг- 
ломъЪ. 

Прямая АВ наз. ребромъ, 

В а полуплоскости Ри О—сторо- 


нами или гранями дву- 
граннаго угла. Такой уголъ обо- 
Черт. 382 значается обыкновенно двумя 

| буквами, поставленными у его 
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ребра (двугр. уголь АВ). Но если при одномъ ребр$ лежать 
нфсколько двугранныхъ угловъ, то каждый изъ нихъ обозна- 
чають 4-мя буквами, изъ которыхь дв средея стоять при 
ребрЪ, а двЪ крайн1я у граней (напр., двугр. уголь ЮСОВ). 

Если черезъ ребро (СО, черт. 332) двуграннаго угла (РСОБ) 
проведемь внутри ето (т.-е. въ той части пространства, 
которая принадлежить углу) какя - нибудь полуплоскости 
(В, 0...), то образовавииеся при этомъ двугранные углы (ВСЬЬ, 
ОСОВ...) разсматриваются, какъ части перваго двуграннаго 
угла. 

Если изъ произвольной точки ) ребра АВ (черт. 333) про- 
ведемъ на каждой грани по перпендикуляру къ ребру, то обра- 
зованный ими уголь СЛЕ наз. линейнымьъ угломъ дву- 
граннаго. Величина линейнаго угла не зависитъ оть положен1я 
точки О на ребрЪ. Такъ, линейные углы СЛЕ и С): Ё1 равны, 
потому что ихь етороны соотв®тственно параллельны и одина- 
ково направлены. 

Плоскость линейнаго угла перпендику- 
лярна кь ребру, такъь какъ она содер- 
жить дв прямыя, перпендикулярныя къ 
нему (352). 

382. Равенство и неравенство 
двугранныхъ Угловъ. Два дву- 
гранные угла считаются равными, 
если они при вложен могутъ совмЪ- 
ститься: въ противномъ случаЪ тоть изъ 
угловъ считается меньшимъ, который мо- 
жетъ составить часть другого угла. 

Можно разсматривать сумму, раз- Черт. 333. 
ность, произведенте-и част- мах 
ное двугранныхъ углов въ томъ же смыслЪ; какъ 
и для угловъ планиметр!и. Подобно этимъ угламъ двугранные 
углы могуть быть смежные, прямы е^ вертикаль- 
ные... -` -. —_ 

383 Теоремы. 1°. Равнымъ двуграннымъ угламъ соот- 
вЪтствуютъ равные линейные углы. о | 


20. Ббльшему двугранному углу соотвътетвуетъ ббльш!йЙ ли- 
нейный Уголъ.. | 
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’Пусть РАВФ и Р, А.В, 0, (черт. 334) будуть два двугранные 
угла. Вложимъ уголъ А.В, въ утолъ АВ такъ, чтобы ребро А.В, 


А, 
С, 
4 
р, 


Черт. 334. 


совпало съ ребромь АВ и грань Р, съ гранью Р. Тогда, если 
эти двугранные углы равны, то грань 0, совпадеть съ 0; если же 
лвугранные углы не равны, то грань 0, не совпадеть съ (); напр,, 
она займеть нфкоторое положене Ол, если уголь АВ; будетъ 
меньше угла АВ. 

Замфтивъ это, возьмемъ на общемъ ребръ какую-нибудь 
точку В и проведемъ черезъ нее плоскость В, перпендикулярную 
къ ребру. Отъ пересфченйя этой плоскости съ гранями двугран- 
ныхъ угловъ получатся линейные углы. Ясно, что если дву- 
гранные углы совпадутъ, то у нихь окажется одинъ и тоть же 
линейный уголъ, именно СВО; если же двугранные углы не 
совпадутъ, если, напр., грань (1 займеть положене 0.1, то 
У ббльшаго двуграннаго угла окажется ббльшй линейный 
уголъ (именно: СВО>С..ВЛ). 

384. Обратныя теоремы. 1°. Равнымъ линейнымъ 
угламъ соотвЪтствуютъ равные двугранные углы. 

20. Ббльшему линейному углу соотв тствуетъ ббльшй дву-. 
гранный уголъ. 

Эти теоремы легко доказываются отъ противнаго (51). 

385. ЗамЪчан:е. мы принимаемъ за очевидное, что в ло- 
жен1е одной фигуры въ другую, часто употребляемое въ 
стереометр1и, всегда : можеть быть выполняемо въ такой по- 
сл$довательности: во 1°, совм щаемъ какля-нибудь дв точки 
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фигуръ; во 2°, какя-нибудь двз полупрямыя, исходяш1я изъ 
совпавшихь точекъ, Й, въ 3°, как1я-нибудь двЪ полуплоскости, 
исходяшя изъ совпавшихъь прямыхъ. СовмВстятся ли при 
этомъ друге элемеяты фигуръ, зависитъ ОТЬ свойствъ ИхЪ. 


зав. Слъдетв1я. 1°. Прямому дву- [1 
гранному углу соотвЪтетвуетъ прямой 


линейный уголъ и обратно. 
Ир 


Пусть (черт. 335) двугранный УголъЪ 
Черт. 335. 


РАВО прямой. Это значить, что онЪ 
равенъ смежному углу ОАВР,. Но въ 
такомъ случаЪ линейные углы СРЕ и 
СПЕ, также равны; а такъ какЪ они 
смежные, то каждый изЪ нихъ долженъ 
быть прямой. Обратно, если равны смежные линейные углы СРЕ 
и СЛЕ,, то равны и смежные двугранные углы, т.-е. каждый 
изъ нихь долженъ быть прямой. 

20. Прямые двугранные углы равны, потому что у нихь равны 
линейные углы. По той же причин: 

30. Вертикальные двугранные Углы равны. 

4°. Двугранные углы СЪ соотвЪфтетвенно параллельными И 
одинаково направленными гранями равны. 


387. Теорема. Двугранные Углы относятся, какъ ихъ ли- 
нейные углы. 
При доказательств раземотримъ 0с0обо два случая: 


1°. Линейные углы Р 
СВри С.В,Г, соизм$- д Р 
римы (черт. 336). Пусть А, | 
ихь общая м%ра содер- 
жится въ первомъ углЪ 
т разъ, а во второмь и 
разъ. Проведемь  рядь С. 
плоскостей черезъ ребра НОС | 
и прямыя, дВляийя ли- В` `В, 
нейные углы на части, рав- | 
ныя общей мЪрЪ; тогда р О, 


мы раздфлимъ УГОЛЬ АВ 


на т, а утолъь А.В: на Черт. 886. 
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п частей, которыя всф равны между собою (всл$детв1е равенства 
линейныхь угловъ). Поэтому: 
г СВР _ т дв. уг. АВ т 
С.В, п дв.уг. А.В, п. 
дв. уг. АВ С СВО 2 


Откуда: дв. уг. 4.8, ДС.В,О! 


2°. Линейные углы несоизм $римы. Разд»- 
лимъ (черт. 336) уголь С.В,Г, на п равныхъ частей. Пусть 1/, 
этого угла содержится въ углЪ СВШ бол\е т, но менЪе 
т-Г1 разъ. Тогда приближенное отношен{е угловъ СБГи С.В,П,, 
съ точностью до 1, (съ недост.), равно ”/,‚. Проведя плоскости 
такъ же, какъ и въ первомъ случаф, найдемъ, что приближен- 
ное отношен1е двугранныхъ угловь АВ и А:В:, съ точностью 
До `?/, (съ недост.), также равно ”/„. Такимъ образомъ, прибли- 
женныя отношен1я оказываются равными при всякомъ п; а въ 
этомъ случа$ мы условились считать несоизмфримыя отпошен1я 
равны ми. | | 

388. Слфдстне. Если за единицу двугранныхь утловъ 
возьмемъ такой | уголъ, который соотвЪтствуетъ единицЪ Ли- 
нейныхь. угловъ, то можно сказать, что д’в Угранный 
уголъ изм $ ряется его линейнымъ угломъ, 


- : Мерпендикулярныя плоскоети. 


3589. Опредфлен!е. дьь плоскости наз. взаимно 
перлендикулярным и, если, пересфкаясь, он обра- 
зуютЕ 'прямые двугранные ‘углы. Возможность 
существован1я такихъ плоскостей обнаруживается слфдующей 
теоремой, указывающей признакъ перпендику- 
лярности двухь плоскостей. 


зэо. Теорема. Если плоскость (Р, черт. 337) проходитъ 
черезъ перпендикуляръ (АВ) къ другой плоскости (0), то она 
перпендикулярна къ этой плоскости. 
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На плоскости О проведемь ВС РЕ. Тогда уг. АВС будетъ 
линейнымъ угломъ двуграннаго 
угла РШОЕФ. Такъ какъ прямая 
АВ, по услов1ю, перпендикулярна 
къ 0, то АВ ВС; значитъ, уг. АВС 
прямой, а потому и двугранный 
уголъ прямой (386), т.-е. пл. Р 
перпендикулярна кь (4. 

СлЪдующйя двЪ теоремы выра- 
жаютъ главнЪ®йпия свойства Черт. 337. 
перпендикулярных плоскостей. 

391. Теорема. Если двЪ плоскости (Ри О, черт. 338) 
взаимно перпендикулярны и къ одной изъ нихъ (къ 9) проведенъ 
перпендикуляръ (45), имъющй общую точку (4) съ другою 
плоскостью (съ Р), то онъ весь лежитъ въ этой плоскости. 

Предположимъ, что АВ не 
лежить въ плоскости Р (какь Р 
изображено у насъ на чертеж?). 
Проведемъ на этой плоскости 
АСТОЕ, а на пл. @ прове- 
демъ СЕ РЕ. Тогда уголь АСЕ, 
какъ линейный уголъ прямого 
друграннаго угла, будеть пря- 
мой. Поэтому лия АС, образуя 
прямые углы съ ОЕ и СЕ, бу- 
детъ перпендикуляромъ къ пл.О. 
Мы будемъ имФть тогда 2 пер- 
пендикуляра, опущенные изъ одной и той же точки А на пл. ©, 
именно АВ и АС. Такъ какъ это н6- 
возможно, то нельзя допустить, чтобы 
перпендикуляръ АВ не лежальъ въ Пл. Р. 


392. Слъдетв!е. ПересЪчен!е (АВ, 
черт. 339) двухъ плоскостей (Ри 0), 
перпендикулярныхъ КЪ третьей пло- 
скости (В), есть перпендикуляръ къ этой 
плоскости. 


Черт. 338. 


Дьйствительно, еели через$ какую- 


Черт. 339 


нибудь точку А лини пересЪчен1я вообразимъ перпендикуляръ 
къ пл. В, то этотъ перпендикуляръ, согласно предыдущей тео- 
рем, долженъ лежать и въ пл. Ч, и вь пл. Р; значить, онъ 


сольется съ АВ. 


——————————. 


Уголъ двухъ скрещивающихся прямыхъ. 


393. Мы видьли (360), что въ пространств могутъ быть взяты 
так1я прямыя, которыя не перескаются и въ то же время не 
параллельны, такъ какь не лежать въ одной плоскости. Для 
такихь скрещивающихся прямыхь дадимъь слфдующее 

Опред$леше. Угломъ двухъ скрещиваю - 
щихся прямыхъ (АВи СФ, черт. 340), которыхъ дано 

положен1е и направлене, наз. 
уголь (МОМ), который полу- 


р М ‘'Ится, если изъ произвольной 


точки пространства (0) прове- 


С р | демь полупрямыя (ОМ и ОМ), 
ния ини 


соотв$тственно параллель- 

0 — М ныя даннымъ пря- 

М, мымъ (АВиСр) и одина- 

Черт. 840. ково съ ними напра- 
вленныя. 

Величина угла МОМ не зависить отъ положен1я точки 0. 
Въ самомъ дЪлЪ, если построимъ указаннымъ путемъ уголь 
М:О.М№, при какой-нибудь другой точк 0;, тт МОМ=М,О,М,, 
такъ какъ эти углы имФфють соотв тственно параллельныя и 
одинаково направленныя стороны (364 и 379). 


Уголъ, образуемый прямой еъ плоскостью. 


394. Проекця прямой на плоскость. Мы гово- 
рили ранФе (357), что когда изъ одной точки проведены къ пло- 
скости перпендикуляръ и наклонная, то проекщей этой на- 
члонной на плоскость наз. прямая, соединяющая основане 
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перпендикуляра съ основанйемъ наклонной. Дадимъ теперь 
боле общее опредФлене проекщи. 


1°. Проекц1ей какой-нибудь точки на 
плоскость (напр., точки М 
на плоскость Р, черт. 341) наз. 
основанте (т) перпен- 
дикуляра, опущенна- 
го на эту плоскость 
изъ взятой точки. 

2°. Проекц1тей какой- 
нибудь лини на пло- 
скость наз. геометри- Черт. 841. 
ческое место проеюк 
ц1й всЪхъ точекъ этой линНТИ. 


Въ частности, если проектируемая лия есть прямая 
(напр., АВ, черт. 341), то проекцая ея на плоскость (Р) есть 
также прямая. Въ самомъ дЪлЪ, если мы черезъ прямую АВ 
и перпендикуляръ Мт, опущенный на плоскость проекцй изъ 
какой-нибудь одной точки М этой прямой, проведемъ пло- 
скость @, то эта плоскость должна быть перпендикулярной 
къ пл. Р (390); поэтому перпендикуляръ, опущенный на пл. Р 
изъ любой точки прямой АВ (напр. изъ точки №), долженъ 
лежать въ этой пл. © (391) и, сл$д., проекции вс$хь точекъ 
прямой АВ должны лежать на прямой аб, по которой пере- 
съкаются плоскости Ри 09. Такимъ образомъ, эта прямая аф 
представляеть с0б0ю геометрическое мЪсто проекшй воЗхь 
точекъ данной прямой АВ, и, сл$д., есть ея проекщя. 


Существуетъ, впрочемъ, одинъ частный случай, когда про- 
екц!я прямой обращается въ точку, это бы- 
ваеть тогда, когда прямая перпендикулярна къ плоскости 
проекщй. 


395. Уголъ прямой еъ плоскостью. Угломъ 
прямой (АВ, черт. 348) съ плоскостью (Р) въ томъ 
случа, когда прямая наклонна къ плоскости, Н а3. Уголь 
(АВС), составленный этою прямою съ ея 
проекц1ей на плоскость. 
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Уголъ этоть обладаеть тфмъ свойствомъ, что онъ есть наи- 
меньш!1й изъ всфхъ угловъ, которые наклонная образуеть 
съ прямыми, проведенными на 
плоскости Р черезь основане 
наклонной. Докажемъ, напр. что 
АВС меньше САВО. Для этого 
отложимь ВО=ВС и соединимъ 
О съ А. У тр-ковьъ АВС и АВП 
дв стороны одного равны соот- 
вътственно двумь сторонамъ дру- 
гого, но третьи стороны не равны 

Черт. 842. а именно АГ>АС (357). Велёд- 
стве этого САВГ больше / АВС (58, 93°). 


^ 


ГЛАВА У. 
Многогранные УГЛЫ, 


396. ОпредЪлен!е. Возьмемь  нЪэколько  Угловъ 
(черт. 343): АБВ, В5С, С5О..., которые, примыкая послдо- 
вательно одинъ къ другому, расположены въ одной плоскости 
вокругь общей вершины 5. Новернемъ плоскость угла АБВ 


А Г 


° Черт. 343. ` Черт. 844. 


вокругь общей стороны 5В такъ, чтобы эта плоскость соста- 
вила н$который двугранный уголъ съ пл. В5С. Зат$мъ, не 
измфняя получившагося двуграннаго угла, повернемъ ето во- 
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кругь прямой ©С такъ, чтобы пл. ВЯС составила нзкоторый 
двугранный уголъ съ пл. СБР. Продолжаемъ такое послЪдо- 
вательное вращен1е вокругъь каждой общей стороны. Если при 
этомъ послфдняя сторона 5ЁЕ совмЪстится съ первою стороното БА, 
то образуется фигура (черт. 344), которая вмЪств съ частью 
пространства, отраниченною плоскостями, называется много- 
граннымъ угломъ. Углы АБВ, В5С... наз. плоСс- 
скими углами или гранями, стороны ихъ бА, ЮБ... 
наз. ребрами, а общая вершина 95 вершиною много- 
граннаго угла. Каждому ребру соот тствуеть свой двугранный 
уголь; поэтому въ многогранномъ угл столько двугранныхъ 
угловь и столько плоскихъ, сколько въ немъ всЪхъ. реберъ. 
Наименьшее число граней въ многогранномъ угл три; такой 
уголь наз. треграннымъ. Могутъ быть углы четыре- 
гранные, пятигранные и т. д. | 

Многогранный ‘уголъ (черт. 344) обозначается или олною 
буквою 5, поставленною у вершины, или же рядомъ буквъ 
ЗАВСЛЕ, изъ которыхъ первая обозначаетъ вершину, а прочтя 
`’— ребра по порядку ихъ расположенля. 

Многогранный уголъ наз. выпуклымЪ, если онъ весь 
расположенъ по одну сторону оть каждой своей грани. Таковъ, 
напр., уголъ, изображенный на чер- ` | 
теж\% 344. Наобороть, уголь на чер- о. 
теж* 345 нельзя назвать выпуклымъ, Г 
такъ какъ онъ расположенъ по 06% 
стороны отъ грани АБВ, или оть 
грани ВЪС. 

Если двЪ грани многограннаго угла 
пересЪчемъ плоскостью, то въ сфчени 
‘образуется многоугольникъ (афсае, 
черт. 344 и 345). Въ выпукломъь угл 
этотъ многоугольникъ тоже выпуклый. 

Мы будемъ разсматривать только Черт. 345. 
выпуклые многогранные углы. 

397. Теорема. Во всякомъ трегранномъ угл каждый 
плосюй уголъ меньше суммы двухъ другихъ плоскихъ угловъ. 

‘Очевидно, теорема эта нуждается въ доказательств только 
вь томь случа, котда она примфняется КЪ плоскому углу, 
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наибольшему изъ трехъ. Пусть въ угл ВАВС 
(черт. 346) наибольш: Й изъ плоскихъ угловъ есть АЗС. 
Докажемъ, что даже этотъ наиболышй 
уголь меньше суммы двухъ остальныхъ. 
Отложимъ на угл АБО часть 45), рав- 
ную АБВ. Проведемъ къ плоскости угла 
АБС какую-нибудь прямую АС, перес\- 
кающую 5) въ н$которой точкф р. Отло- 
жимъь ОВ=БП. Соединивь В съ Аи С, 
получимь ЛАСВ, въ которомъ: 


АР-+ОС<АВ-ВС. 


Черт. 346. Тр-ки Аб) и АЗВ равны, такъ какъ 

они содержатъ по равному углу, заклю- 

ченному между равными сторонами; слЗд., А)=АВ. Поэтому 

въ выведенномъ неравенств можно отбросить равныя части АЛ 
и АВ, посл чего получимъ: 


ОС< ВС. 


Теперь замЪчаемъ, что у тр-ковъ Си БСВ дв стороны одного 
равны двумъ сторонамъ другого, а третьи стороны неравны; 
ВЪ такомъ случа противъ большей изъ этих сторонъ лежить 
болышй уголъ (58, 2°); значить: 

уголь С5О<угла СЭВ. 


Приложивъ къ лфвой части этого неравенства уголь АЗ, 
а къ правой равный ему уголь АБВ, получимъ неравенство, 
которое требовалось доказать: 


уголь АБС<угл. СЗВ-+ уг. АБВ. 


СлЪдетв!е. Отнявъ отъ объихь частей послЗдняго неравенства 
по углу АБВ или по углу СОВ, получимъ: 


уголь АВС—уг. АББ<уг. СБВ: 
уголь АЗВ—уг. С5Б<уг. АБВ. 


Такъ какъ, кром% того, уголь АЗС, наибольший изъ трехъ 
угловъ, конечно, больше разности двухъ другихъ угловъ, то 
заключаемъ: 

Въ трегранномъ углЪ каждый плосюй уголъ больше разности 
двухъ другихъ угловъ. | 
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398. Теорема. Во всякомъ выпукломъ многогранномъ 
углЪ сумма всЪхъ плоскихъ угловъ меньше 44. 


Перес&чемъ грани (черт. 347) $ 
выпуклаго угла ЗАВСРЕ какою- 
нибудь плоскостью; оть этого Въ 
сЪчен1и получимъ выпуклый 1- 
угольникъ АВСРЕ. ПримЪняя 
теорему предыдущаго параграфа 
къ каждому изъ трегранныхъ 
угловъ, образовавшихся при точ- 
кахъ А, В, С, Пи ЕЁ, находимъ: 
АВСХАВБ-+ВВО: ВСП«ВО5-+ 
5СО,... Сложимъ почленно во 
эти неравенства. Тогда въ лЪвой части получимъ сумму веъхъ 
угловъ многоугольника АВСШГЕ, которая равна 24п—4а (89), 
а въ правой—сумму угловъ тр-ковъ АБВ, В5О... кромЪ тЪхь 
угловъ, которые лежать при вершин 65. Обозначивъ сумму этихъ 
послёднихъ угловъ буквою 2, мы получимъь послз сложенля: 

2дп-—44<Э4и—х 
Откуда: «< 44. 


Черт. 347. 


Равенство трехгранныхъ угловъ. 


399. Дополнительный уголъ. Изъ вершины 5 (черт. 848) 
треграннаго угла 9 АВС возетавимъ къ грани А5В перпен ‚икуляръоС:, 
направляя его въ ту сторону отъ 
этой грани, въ которой располо- 
жено противоположное ребробС: 
Подобно этому проведемъ пер- 
пендикуляръ 54, къ грани ВС 
и 5В, къ грани АБС. Трегран- 
ный уголъ, у котораго ребрами 
служатъ полупрямыя 54А:, БВ! 
и 5(1, наз. дополнитель 
нымъ для угла бАВС. 

ЗамЪтимъ, что если для угла Черт. 348. 

ЗАВС дополнительнымъ угломъ 

служитъ уголъ 8 А, В; С1, тои наоборотъ: для уг. А, В.С, дополнитель- 
нымъ угломъ будеть $ АВС. ДЪйствительно, плоскость 54. В,, проходя 
черезъ перпендикуляры къ плоскостямъ В5Си А5С, перпендикулярна 
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къ нимъ обЪимЪ, а слЪд., и къ лин!и ихъ перес$чен1я 5С; значить, 
прямая 6С есть перпендикуляръ къ грани КА, В, и, кромЪ того, она 
расположена по ту же сторону отъ этой грани, по которую лежитъ 
противоположное ребро 5С;. Подобно этому убЪдимся, что прямыя 5 В 
и ©А соотвЪтетвенно перпендикулярны къ гранямъ 5 4:С; и БВ, С, и 
расположены по ту сторону отъ нихъ, по которую лежатъ ребра ЮВ, 
и 6б4,. Значитъ, углы бАВС и БА. В;С. взаимно дополни- 
тельны. 

400. Лемма 1. Если два трегранные угла взаимно дополнительны , то плоские 
углы одного служатъ дополнешемъ до 24 къ противоположнымъ двуграннымъ 
угламъ другого. , 

Каждый плоск!Й уголъ одного изъ взаимно дополнительныхъ тре- 
гранныхъ угловъ образованьъ двумя перпендикулярами, 
возставленными къ гранямъ противоположнаго двуграннаго угла дру- 
гого треграннаго, изъ одной точки его ребра. Замфтивъ это и принявъ 
во вниман1е направлен1е перпендикуляровъ, возьмемъ какой-нибудь 

двугранный уголъ АВ (черт. 349) и изъ произ- 

А вольной точки В его ребра возставимъ перпен- 

дикуляры: ВЕ къ грани Ари ВЕ къ грани АС, 
„Е и затЪмъ черезь ВЁ и ВЕ вообразимъ пло- 
скость, которая должна быть перпендикулярна 
къ ребру АВ (390, 397). Пусть пересЪчен1я 
этой плоскости съ гранями угла АВ будутъ 

В р прямыя ВС и ВЭ. Тогда уголь СВО долженъ 

\ быть линейнымъ угломъ двуграннаго АВ. Такъ 
\ С какъ стороны угла ЕВГ соотвЁтственно пер- 
\ пендикулярны къ сторонамъ угла СВО, и эти 
Е углы неравны, то сумма ихъ равна 24 (86); 
Черт. 349. что и требовалось доказать. 


4:01. Лемма 2. Равнымъ треграннымъ угламъ соотвфтствуютъ равные до- 
полнительные углы и обратно. 

Равные трегранные углы при вложен1и совмЪфшаются; поэтому со- 
вмЪшаются и тЪ перпендикуляры, которые образуютъ ребра дополни- 
тельныхъ угловъ; значитъ, дополнительные углы также совм шаются. 

Обратно: если совм щшаются дополнительные углы, то сов мЪшаются 
И данные углы. 

402. Теоремы. Трегранные углы равны, если они имфють: 

1”, по равному двугранному углу, заключенному между двумя оотвфтственно 
равными и одинаково расположенными плоскими углами; 

или 2°, по равному плоскому углу, заключенному межлу двумя соотвфтственно 
равными и одинаково расположенными двуг:азными углами; 

или 3°, по три соотвЪтственно равныхъ и одинаково расположенныхъ плоскихъ 
угла; 

или 4, по три соотвЪтственно равныхъ и одинаково расположенныхъ двугран- 
ныхъ угла. 
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1°. Пусть б и 65, два трегранные угла (черт. 350), у которыхъ: 
ДАЗВ = А. 51В!, ДА5Сб=ДА.81С. и двугр. УГ. Аб == двугр. УГ. 
А,5.. Вложимъ уголъ 9, въ уголъ 5 такъ, чтобы у нихъ совпали: 
точка 51 съ 5, прямая 5:4: съ СА и плоскость А, В, съ АБВ. Тогда 
ребро 5.В;, пойдетъ по 5В (по равенству угловъ 4,5.В1 и АБВ), пло- 
скость 4,5,С: пойдетъь по АБС (по равенству двугранныхъ угловъ), 


5 5. 
А | ЗИ 


Черт. 350. 


и ребро 8,С;—по 5С (то равенству угловъ А,5.Ст и 450). Такимъ 
образомъ, трегранные углы совмЪфстятся всфми своими ребрами, 
знач тъ, они будутъ равны. , 

2°. Второй признакъ доказывается вложен1емъ подобно первому. 


Черт. 351. 


3°. Пусть би 51: (черт. 351) два трегранные угла, у которыхъ 
плоске углы одного равны соотвЪтетвенно плоскимъ угламъ другого, 
и, кромЪ того, равные углы одинаково расположенц. 

О ложимъ на всЪхЪ ребрахъ произвольные, но равные, отрЗзки | 
вА—=бВ=б(=5,А,=...и построимъ тр-ки АВС и А.В, С:. Изъ ра-- 
венства тр-ковъ АВ® и А,В!5: находимъ: АВ=А.В:. Подобно этому 
изъ равенства другихъ боковыхъ тр-ковъ выводимъ: АСб=А. С, и 
ВС = В!С,. СлЪд., ЛААВС=дАА,В:С:. Опустимъ на плоскости этихъ 
тр-ковъ перпендикуляры О и 5,0,. Такъ какъ наклонныя БА, 5В 
и 5С равны, то должны быть равны ихъЪ проекии ОА, ОВи ОС; зна- 
чить, точка О есть центръ круга. описаннаго около тр-ка АВС. 'Точие 


2) 
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такъ же точка О, есть центръ круга, описаннаго около тр-ка А.В, С1. 
У. равныхъ тр-ковъ рад!усы описанныхъ круговъ равны; значитъ, 
ОВ=о0, В:. Поэтому Л5ВО=5.В:0, (по гипотенузЪ и катету), и, слЪд., 
ОБ == 0,5,. Вложимъ теперь фигуру 5:4,В.С, въ фигуру АВС такъ, 
чтобы равные тр-ки 4.В:С: и АВС совм$стились; тогда совметятся 
описанныя окружности, и, слЪд., ихъ иентры О: и 0; вслЪдетв1е этого 
перпендикуляръ 0,65, пойдетъ по 05 и точка 5, упадетъ въ 6. Такимъ 
образомъ, трегранные углы совм$етятся вс$ми своими ребрами, 
знач..тъ, они равны. 

4°. Четвертый признакъ легко доказывается при помоши дополни- 
тельныхъ угловъ. Если у двухъ трегранныхъ угловъ соотвЪтственно 
равны и одинаково расположены двугранные углы, то у до- 
полнительныхъ угловъ соотвЪтственно равны и одинаково располо- 
жены плоск!е углы (400); слЪд., дополнительные углы равны; 
а если равны дополнительные, то равны и данные углы (401. 

403. Симметричные многогранные углы. Какъ изв$стно, 
вертикальные углы равны, если р$Ъчь идетъ объ углахъ, образованныхъ 
прямыми или плоскостями. 

Посмотримъ, прим$нима ли эта истина 
къ угламъ многограннымъ. 

Продолжимъ (черт. 352) всЪ ребра угла 
БАБВСОЬЕ за вершину; тогда образуемъ дру- 
гой многогранный уголъ бА. В.С. О. Е|, ко- 


нымъ по отношенпо къ первому углу. 
Не трудно видЪфть, что у обоихъ угловъ 
равны соотв тственно и плоске углы, и дву- 
гранные; но тЪ и друпе расположены въ 
обратномъ порядкЪ. ДЪйистви- 
тельно, если мы вообразимъ наблюдателя, 
который смотритъ извн$ многограннаго угла 
на его вершину, то ребра БА, 5В, 5С(, 50, 
5Е будутъ казаться ему расположенными 
противъ движен1я часовой стрЪлки, тогда 
Черт. 352. какъ, смотря на уголъ 64,8, С), Е,, онъ 
увидитъ ребра 5 А., 5В,,... расположенными 

по движен1ю часовой стрЪлки. 
Многогранные углы съ соотвЪтственно равными плоскими и дву- 
гранными углами, но расположенными въ обратномъ порядкЪ, вообще 
не могутъ совметиться при вложен!и; значитъ, они не равны. Таке 
углы называлотся симметричными (относительно вершины 5). 


торый можно назвать вертикаль-. 


“ 
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МНОГОГРАННИВЕИ. 


ГЛАВА 1. | 
Свойства параллелепипеда и пирамиды. 


404. МногогранникЪъ. Мнотогранн икомъ наз. 
т ло, ограниченное со всЪхъ сторонъ плоскостями. Многоуголь- 
ники, образованные пересзченемъ этихъ плоскостей, наз. гра- 
нями, ихь стороны ре брами, а вершины вер ши - 
нами  многогранника. Прямыя, соелиняюпия двЪ какя- 
нибудь вершины, не лежаня на одной грани, наз. д1аго - 
налями мнотогранника. 

Мы будемь разсматривать только выпуклые многогран- 
ники, т.-е. такле, которые расположены по одну сторону отъ 
каждой своей грани. 

Наименьшее число граней въ многогранникВ четыре; такой 
многотранникъ получается отъ пересфченая треграннато угла 
какою-нибудь плоскостью. 
` ДОБ. Призма. Призмою н83. мвогогранникъ, у кото- 
раго двЪз граниравные многоуголь- 
‘вики съ соотвтетвенно параллельными 
„сторонами, а вс остальныя грани- 

‘параллелограммы. А, 

Чтобы показать возможность суще- 
ствовашя такого многогранника, возь- 
мемъ (черт. 353) какой-нибудь много- 
утольникь АВСШЕ и черезъ его вер- 
шины проведемъ рядъь параллельныхъь А 
прямыхь, не лежащихь ВЪ его пло- 
скости. Взявъ затфмъ на одной ИЗЪ 
этихь прямыхь произвольную точку А, 
проведемъ черезъ нее плоскость, парал- 
лельную плоскости АВСШЕ: черезъ каждыя дв послЗдова- 
тельныя параллельныя прямыя также проведемъ плоскости. 
Перес чен!е всЪхь ЭТИХЪЬ плоскостей опредзлитъь  много- 
гранникь АВСРЕ А.В.С:Р:Е1, удовлетворяющий опредЪлен1ю 

20* 


- 


НЫ 
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призмы. ДЪйствительно, параллельныя плоскости АВСПЕ ни 
А:В:С.П.Е, пересЪкаются боковыми плоскостями по парал- 
лельнымъ прямымъ (373); поэтому фигуры АА.ВЕ, ЕЕ ГО 
и т. д.——параллелограммы. Сь другой стороны, у многоуголь- 
никовъ АВСПЕ и А.В:С.Г.Е, равны соотвЪтственно сторовы 
(какъ противоположныя стороны параллелограммовъ) и углы 
(какъ углы съ параллельными и одинаково направленными 
сторонами); слЪд., эти многоугольники равны. 

Многоугольники АВСОЕ и А.В.С.П.Е\, лежапе въ парал- 
лельныхь плоскостяхъ, паз. основан1ями призмы; пер- 
пендикуляръ ОО., опущенный изт какой-нибудь точки одного 
основан1я на другое, наз. высотою призмы. Параллело- 
граммы наз. боковыми гранями призмы, а ихь сто- 
роны, соединяюпия соотв$тетвенныя вершины основан1й — бо - 
ковыми ребрами. У призмы вс боковыя ребра равны, 
какъ отрфзки параллельныхъ прямыхъ, ‚заключенные между 
параллельными плоскостями. 

Плоскость, проведенная черезь как1я-нибудь два боковыя 
ребра, не прилежапйя къ одной боковой грани призмы (напр., 
черезъ ребра АА, и СС1, черт. 353), наз. д1агональною 
плоскостью. 

Призма наз. прямою или наклонною, смотря по 
тому, будуть ли ея боковыя ребра перпендикулярны или на- 
клонны къ основан1ямъ. У прямой призмы боковыя грани суть 
прямоугольники. За высоту такой призмы можно принять боко- 
вое ребро. Е 

Прямая 1 призма наз. правильною, 
если ея основан1я правильные многоуголь- 
ники. У такой призмы вс боковыя грани 
суть равные прямоугольники (черт. 354). 

Призмы бываютъ: треугольныя, четыре- 
угольныя ит. д., смотря по тому, лежитъ ли 
въ основан!и треугольникъ, четь рэуголь- 
НИКЪ И Т. Д. 

406. Параллелепипедъ. Такъь 
называють призму, у которой основа- 
н1ями служёть параллелограммы 


Черт. 354. 
(черт. 355). 
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Параллелепипеды могутъь быть прямые и наклонные. Пря- 
мой параллелепипедъ наз. прямоугольнымьъ, если его 
основаншя прямоугольники (черт. 356). 

Изъ этихь опред®левн1й слЗдуеть: , 

1°, у параллелепипеда вс шесть граней параллелограммы; 

2° у прямого параллелепипеда четыре боковыя грани пря- 
моугольники, а два основан1я—параллелограммы; 

3°, у прямоугольнаго параллелепинеда всЪ шесть граней 
прямоугольники. | 


Черт. 355. Черт. 356. 


Три ребра прямоугольнаго параллелепипеда, сходяпияся въ 
одной вершин%, наз. его изм $ рен 1 ями; одно ИЗЪ НИХЬ 
можно разсматривать, какъ длину, другое, какь ширину, а 
третье, какъ высоту. | 

Прямоугольный параллелепипедъ, имфюпий равныя измЗре- 
ня, наз. кубомъ. У куба вс грани—квадраты. 

Для краткости слово «параллелепипедь» мы часто будемъ 
писать такъ: пар-—дъ. 

407. Пирамида. Пирамидою наз. многогранникъ, 
у котораго одна грань, называемая основатемъ, есть какой-ни- 
будь многоугольникъ, а вс остальныя грани, назы- 
ваемыя боковыми —треугольники, имфющ!е об- 
щую вершину. 

Чтобы получить пирамиду, достаточно какой-нибудь много- 
гранный уголь 5 (черт. 357) пересЪчь произвольною пло- 
скостью АВС. 

Общая вершина 9 боковыхъ треугольниковъ наз. верши- 
ною пирамиды, ‘а перпендикуляръ 50, опущенный изъ вер- 
шины на основан1е-—высотою ея. 
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Обыкновенно, обозначая пирамиду буквами, пишуть сначала, 
ту, которая поставлена у вершины, напр.: БАВСГ (черт. 357). 

Плоскость, проведенная черезъь вершину пирамиды и черезъ 
какую-нибудь д1агональ основан1я (напр., черезъ дагональ ВО, 
черт. 359), наз. д1лагональною плоскостью. 


— 
— > 
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‚ Черт. 357. Черт. 358. Черт. 359. 


Пирамиды бываютъ: треугольныя, четыреугольныя и т. д., 
смотря по тому, лежитъь ли въ основами треугольникъ, четыре- 
угольнигъ, и т. д. Треугольная пирамида (черт. 358) наз. иначе 
тетраэдромъ; у такой пирамиды вс четыре грани тре- 
угольники. 

Пирамида наз. правильною (черт. 359), если, во 1°, ея 
основан1е есть правильный многоугольникъ, и, во 2°, высота 
проходить черезъ центръ этого многоугольника. Въ правиль- 


б ной пирамидЪ всЪ боковыя ребра равны 
между собою (какъ наклонныя съ рав- 

\ . 
/ ни ными проекц1ями). Поэтому вс$ боковыя 


грани правильной пирамиды суть рав- 
ные равнобедренные тр-ки. Высота &М 
(черт. 359) какого-либо одного изъ этихъ 
тр-ковъ наз апоеемою. Вс апо- 
вемы въ одной пирамндЪ равны. 


408. УсБченная пирамида. 
ОтрЪзокъ пирамиды (черт. 360), заклю- 
| ченный между основан1емт (АВСПЕ) и 
3 сЪкущею плоскостью (4.В.С'П.Е!\), па- 


Черт. 360. 
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раллельною основаню, наз. ус ченною пира мидою. 
Параллельные мЕогоугольники наз. основан1ями, а раз- 
стоян1е между ними ОО высотою. Ус5ченная пирамида 
наз. правильною, если она составляеть отрЪзокъ пра” 
зильной пирамиды. 


Равенство призмъ и пирамидъ. 


409. Мы ограничимся указанйемъ только слздующаго при- 
Внака равенства призмъ или пирамидъ. 

Теорема. ДвЪ призмы или двЪ пирамиды равны, если основане и боковая 
рань одной и основан!е и боковая грань другой соотв тетвенно равны, одинаково 
ры и одинаково расположены. 

Пусть въ двухъ призмахъ (черт. 361) соотвЪтетвенно равны и одина- 
ково расположены основан1я и боковыя грани Ари А.Б; и, сверхъ 
того, равны двугранные углы АВи А. В,. Вложимъ одну призму въ 
другую такъ, чтобы у нихъ совпали равныя основанйя. 'Тогда, по ра- 


“Черт. 361. Черт. 362. 


венс\у двугранныхъ УгловЪ, грань А.В: пойдетъ по АР, а такъ какъ 
эти Гани равны и одинаково расположены, то он совпадутъ; но 
тогда овпадутъ и верхн1я основан\я (какъ параллельныя И равныя 
нижни\ основан1ямъ), т.-е. призмы совмФетятся. 

То доказательство примфняется и къ пирамидамъ (черт. 362) 


зоиобьтитиатиитни со ить ово ттт 
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Свойства граней и д!агоналей нараллелепипеда. 


410. Теорема. Во всякомъ параллелепипедЪ противополох- 
ныя грани равны и параллельны. 


Черт. 363. 


Такъ, грани (черт. 363) ВВС С 
и АА.0.О параллельны, потому чго 
двЪз перес$каюпияся прямыя ВВ, и 
В:С. одной грани параллельны двумь 
пересБкающимея прямымъ АА. |и 
АО, другой (3172,2°); эти грани |и 
равны, такъ какъ ВС, = 4.0, 
В.В = А.А (какъ противоположныя 
стороны параллелограммовъ) и 
С.ВВ,С, =САА.Г, (379). 


411. Теорема. Во всякомъ параллелепипедЪ всЪ четыре дё- 
гонали перес5каются въ одной точкЪ и длятся въ ней пополамъ. 


Черт. 364. 


Возьмемъ (черт. 364) въ паралле- 
лепипед5 какя-нибудь двЪ дщаго 
нали, напр., АС: и ОВ:, и проведем 
вспомогательныя прямыя АВ; и ПС/. 
Такъ какъ ребра АД и В\С, соотв 
ственно равны и параллельны рефу 
ВС, то они равны и параллелны 
между собою; велЪдетв1е этого /фи- 
тура АДС,В, есть параллелогр/ммъ 


`(99,2°), въ которомъ прямыя @4 и 


ОВ: —дмагонали; а въ пара/лело-. 


грамм$ д1агонали пересЪкаются и дЪлятся въ точкЪ перефчен1я 


пополамъ. 


Возьмемъ теперь одну изъ этихь д1агопалей, нап/., АС), 
съ третьею д1агональю, положимъ съ ВГ,. Совершеннотакъ же 
мы можемъ доказать, что онф перес$каются и д$лятсявЪ точкЪ 
перес$чен1я пополамъ. СлЪд., дагонали ВР, и АС и даго- 
нали АС, и ПВ, (которыя мы раньше брали) певсЗкаются 
въ едной и той же точк$, именно въ срединф длатнали АС.. 
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Наконець, взявъ эту же дагональ АС; съ четвертою дтаго- 
налью 4:С, мы такъь же докажемъ, что он пересБкаются и 
длятся пополамъ. Значить, точка перес®чен1я и этой тары 
д1агоналей лежитъ въ средин$ д1атонали АС,. Такимъ обра- 
зомъ, вс 4 дагонали пересБкаются въ одной и той же точкъ 
и длятся э9ю точкою пополамъ. 


412. Теорема. Въ прямоугольномъ параллелепипедь ква- 
дратъ любой д!агонали равенъ суммЪ квадратовъ трехъ его 
измфрений. 

Пусть (черт. 365) прямая АС. 
есть какая-нибудь длагональ прямо- 
угольнаго параллелепипеда . Про- 
ведя д1агональ основан1я АС, полу- 
чимъ два тр-ка: А4С:С и АСВ. Оба 
они прямоугольные; первый потому, 
что параллелепипедъ прямо й, И, 
слЪд., ребро СС, перпендикулярно 
къ основанйю; второй потому, что 
параллелепипедь прямоуголь-` 
ный, значить, въ основании его 
лежить прямоугольникь. Изъ этихъ тр-ковъ находимъ: 

АС:*=АС--СС,? и АС*=АВ?-- ВС”. 
СлЪд., АС12=АВ?--ВС*--СС?=АВ*-+АТ*+АА,". 


413. СлЪдеств1е. Въ прямоугольномъ параллелепипедЪ всЪ 
дтагонали равны. 


Черт. 365. 


Свойетва параллельныхъ еЪчен1й въ пирамидЪ. 


414. Теоремы. Если пирамида (черт. 366) пересЪчена 
плоскостью, параллельною основан!ю, то: 

15°, боковыя ребра и высота дълятся этою плоскостью на 
части пропорцональныя; 

20 въ сфчени получается многоугольникъ (афсас); подобный 
основанию; 
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30, площади сфченя и основания относятся, какъ квадраты 
ихъ разстоянй отъ вершины. 

1°. Прямыя аб и АВ можно разематри- 
вать, какъ перес$чен1я двухъ параллель- 
ныхь плоскостей (основаня и с$кущей) 
третьею плоскостью А5В; поэтому а || АВ 
(373). По той же причин? 6 || ВС, са 1 СШ... 
и ат| АМ; вел%детв1е этого (219): 


ба _ Юр Юс Эт 


— —— — 


А ЪВ «С ^^ тм. 


25°. Изъ подобля тр-ковьъ АБВ и а5Ь, 
затЪмъ В5С и 656 ит. д. выводимъ: 


АВ _ В ВБ ВС АВ БС 
—— —=——; откуда: =. 
Черт. 366. 9 1№9’%9 в аб ре 
ВС _ и 09 СО ВС СП 
———^; откуда: =. 
Фе — 68’ се9 с4 ре са 


Такъ же длокажемъ пропорцональность остальныхъ сторонъ 
мн-ковъ АВСПЕи аьсде. Такъ какъ, сверхъ того, у этихъ мн-ковъ 
равны соотвфтственные углы (какъ образованные параллель- 
ными и одинаково направленными сторонами), то они подобны. 

3°. Площади подобныхь многоугольниковъ относятся, какъ 
квадраты сходетвенныхъ сторонъ; поэтому: 


площ. АВСРЕ _ АВ?_ | и 


плош. арсае а? т 
Но АВ АЗ МБ 
а @9 тб 
площ. АВСОЕ (15) = М5* 
Значитъ: о 
площ.  арсае то т? 


415. СлЪдет1е. У правильной усфченной пирамиды верх- 
нее основан!е есть правильный многоугольникъ, а боковыя грани 
суть равныя и равнобочныя трапеции (см. черт. 360). 


Высота какой-нибудь изъ этихъ трапешй наз. апоеемой 
правильной ус$ченной пирамиды. 
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416. Теорема. Если двЪ пирамиды съ равными высотами 
разсЪчены на одинаковомъ разстоян!и отъ вершины плоскостями, 
параллельными основанямъ, То площади сфченй_ пропорщ!о- 
нальны площадямъ оснований. 

Пусть (черт. 367) Ви В, площади основавйй двухь пПира- 
мидъ, Н высота каждой изъ нихъ, ри Ь. площади сё чей пло- 
скостями, параллельными основавямъ и удаленными отЪ вер- 


Черт. 367. 


шинъ на одно и то же разстояве #. Сотласко предыдущей 
теорем мы будемъ имЪТЬ: 


ви 


Откуда: — 
В ВБ! ь В, 

417. СлЪдетв1е. Если В=В., то и 6=6:, т.-е. если у 
двухъ пирамидъ съ равными высотами основаня равновелики, 
то равновелики и сфченя, равноотстоящя отъ вершины. 


————————=——— 


ГЛАВА ПИ. 


Боковая позерхность призмы и пирзмиды. 


418. Теорема. Боковая поверхность призмы равна про- 
изведеню периметра перпендикулярнаго сЪчення на боковое 
ребро. 

Перпендикулярнымь сфчентемъ (черт. 368) 
наз. мнотоугольникъ аЪс4, получаемый отъ пересЪчен1я призмы 


> 
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плоскостью, перпендикулярною къ боковымъ ребрамъ. Стороны 
этого многоугольника перпендикулярны къ ребрамь (353). 


Боковая поверхность призмы представляетъ 
собою сумму площадей параллелограм- 
мовь; въ каждомъ изъ нихь за основан1е 
можно взять боковое ребро, а за высоту 
сторону перпендикулярнаго сченя. 
Поэтому: 

Бок. пов. = АА,. а + ВВ,. 5 + 
-- СС, . ва + ПШ, . да = (% + + са 
-- 44). АА.. 

419. СлЪдетве. Боковая поверх- 
ность прямой призмы равна произве- 
денню периметра основаня на высоту, 
потому что въ такой призм за пер- 
пендикулярное сё чен1е можно взять само 
основан1е, а боковое ребро ея равно 
высотф. - 


Черт. 368. 


420. Теорема. Боковая поверхность правильной пирамиды 
равна произведению периметра основанёя на половину апоеемы. 


Пусть (черт. 369) БАВСПЕ есть правильная пирамида и 
БМ ея аповема. Боковая поверхность этой пирамиды есть сумма 
$ площадей равныхъ равнобедренныхъ 
м. тр-ковь. Площадь одного изъ нихъ, 
напр. 48В, равна АВ.1,5М. Если 
всЪхъ тр-ковъ и, то боковая поверх- 
ность выразится АВ.1., ЭМ . п= 
={(АВ.п).1!.,5М, гд5 АВ.п есть 
периметръ основан1я, а ЗМ апоеема. 
421. Теорема. Боковая поверх- - 
ность правильной усфченной пира- 


С миды равна произведению полусуммы 
: | периметровъ обоихъ . основан! й . на 
Черт. 389. 
аповему. 


Эта поверхность есть сумма площадей равныхъ трапешй. 
Площадь одной изъ нихъ, напр. АабВ (черт. 369), равна 1/, (АВ-- 
-а5). Мт (315). Если число всЪхь трапешй есть п, то 
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АВ--аь _ АВм --а.п 


бок. пов.= Мт.п Мт, 


тд АВ.м и а.п суть периметры нижняго и верхняго осно- 
ванй. 


ЗАДАЧИ. 


327. Высота прямой призмы, которой основанйе есть правильный 
греугольникъ, равна 12 метрамъ, сторона основан1я 3 метр. Вычислить 
полную поверхность призмы. 


328. Полная поверхность прямоугольнаго параллелепипеда равна 
1714 кв. футовъ, а неравныя стороны основанйя равны 25 ф. и 14 ф. 
Вычислить боковую поверхность и боковое ребро. 


329. Въ прямоугольномъ параллелепипедВ съ квадратнымъ осно- 
ван1емъ и высотою й проведена сЪкушая плоскость черезъ два про- 
тивоположныя боковыя ребра. Вычислить полную поверхность парал- 
лелепипеда, зная, что плошадь сЪчен1я равна 5. 


380. Правильная шестиугольная пирамида имЪфетъ сторону осно- 
ван1я а и высоту №. Вычислить боковое ребро, апоеему, боковую 
поверхность и полную поверхность. 


331. Вычислить полную поверхность и высоту треугольной пира- 
миды, У которой каждое ребро равно а. 


332. Правильная шестиугольная пирамида, у которой высота 
25 сантим., а сторона основан1я 5 сант., разсЪчена плоскостью, парал- 
лельною основан1ю. Вычислить разотоян!е этой плоскости отъ вер- 
шины пирамиды, зная, что плошадь сЪченйя =?/з УЗ квадр. сант. 


338. Высота усЪченной пирамиды съ квадратнымъ основан1емъ 
равна й, сторона нижняго основан1я а, а верхняго Ь. Найти полную 
поверхность усЪченной пирамиды. 


334. Высота усЪченной пирамиды равна 6, а плошади основан!й 
18 и 8. Пирамида разсЪчена плоскостью, параллельною основан1ямъ 
и дъляшею высоту пополамъ. Вычислить площадь сЪчен1я. 
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ГЛАВА ПГ. 


Сбъемъ призмы и пирамиды, 


422. Основныя допущен!я объ объемахъ. 
Часть пространства, занимаемая геометрическимъ тЪломъ, наз. 
объемомъ этого т$ла (если она разсматривается незави- 
симо оть своей формы). 

Объемъ т$ла мы можемъ разематривать, какъь величину 
особаго рода, если примемъ слЗдующ1я допущен1я объ 
объемахъ (аналогичныя допущенямъ о площадяхь, указанныхъ 
нами въ $ 299): 

1°. Равныя т%ла, т.-е. совмфёщаюцтяся при вложении, 
имф$ютъ равные объемы, независимо отъ 
ихъ положен1я въ пространств $. 

9°. Объемъ какого-нибудьт $ ла (напр., каждаго 
параллелепипеда, изображеннаго на черт. 370), состоя- 
щаго изъ частей (Ри 0) принимается за 
сумму объемовъ 
этихт частей. 

423. Сл$детн1Я. 15. 
Объемъ т$ла больше 
объема каждой его 
части (сумма положи- 
тельныхъ величинъ болышне 
каждаго слагаемаго). 


2°. Если какое-нибудь тфло состоить изъ двухъ частей 
(черт. 370), то объемъ каждой части разсматривается, какъ 
разность между объемомъ всего т$ла и объемомъ другой 
части. 


Черт. 30. 


%. Если тзла состоятъ изъ одинаковаго числа частей, соотвт- 
ственно другь другу равныхъ (напр., два параллелепипеда, 
изображенные на, черт. 370), то объемы этихъ тЪлъ, представляя 
собою суммы соотв$тственно равныхъ слагаемыхъ, считаются 
равными, независимо отъ того, какъ расположены эти 
части въ пространств®. 


— 319 — 


4. Тфла, объемы которыхъ можно разсматривать, какъь раз- 
ности объемовъ равныхъ тфлъ, имфютъ одинаковые объемы; 
мы вскорф встрЪтимъ такой случай (428). 


Мы видимъ такимъ образомъ, что могутъ быть т$ла, которыя 
нельзя назвать равными (такъ какь они не могутъ быть 
совм щены), но которые однако им$ють равные объемы. 


ТЪла, имъющя равные объемы, мы будемъ называть р а вно- 
великими Таковы, напр, 8 параллелепипеда, изобра- 
женные на черт. 370-мъ 


424. Единица объема. За единицу объемовъ, при 
измфрен!и ихъ, берутъ объемъ такого куба, у котораго каждое 
ребро равно линейной единиц Такъ, употребительны: куб. 
аршинъ, куб. метръ и т. д. 


Отношен1е двухъ кубическихъ единицъ 
разныхъ назван1й равно 
3-ей степени отношен1я 
т% хъ линейныхъ едп- 
ницЪъ, которыя служат 
ребрами для ЭТИХ 
кубическихъ единицъ. 
Такъ, отношен1е куб. сажени 
къ куб. аршину равно 33, т.-е. 
27-и ‚что ясно видно изъ черт.371, 
на которомъ меньший изъ двухъЪ 
кубовь изображаетъь куб. аршинъ, а больш!й—куб. сажень. 


Черт. 371. 


4925. ЗамЪчанйе. Относительно числа, измряюцгаго данный 
объемъ въ кубическихъ единицахъ, также можно сдЪлать разъяенен]е, 
аналогичное тому, какое было нами приведено въ 8 303 относительно 
числа, измБряющшаго данную плошадь въ квадратныхъ единицахъ. 
Повторимъ вкратиЪ это разъяеснен1е въ примЪнен!и къ объемамъ. 


Возьмемъ три взаимно перпендикулярныя прямыя (черт. 372): ОА, 
ОВ и ОС и черезъ каждыя двЪ изъ нихъ проведемъ плоскость. Мы по- 
лучимъ тогда 3 взаимно перпендикулярныя плоскости: АОС, СОВ 
и ВОА. Вообразимъ теперь 3 ряда параллельныхъ плоскостей: рядъ 
плоскостей, параллельныхъ пл. АОС, другой рядъ плоскостей, парал- 
лельныхъ пл. ВОДА, и трей рядъ плоскостей, параллельныхъ пло- 
скости ВОС; допустимъ, кромЪ того, что сосфднйя плоскости каждаго 

№ 


и 
и 
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ряда отстоятъ одна отъ другой на одно и то же разстояне, равное 
какой-нибудь */, долЪ линейной единицы. Тогда отъ взаимнаго пере- 
сЪчен1я этихъ трехъ рядовъ плоскостей 

В образуется пространственная 

| сЪть кубовъ, изъ которыхъ каждый 


3 
представляетъ собою (+) часть куб. еди- 


ницы. Вообразимъ, что въ эту сЪть мы 
поместили то тфло, объемъ котораго же- 
лаемъ измЪрить. Тогда веЪ кубы сЪти мы 
можемъ подраздЪлить на 3 рода: 1) кубы, 

А которые расположены вполн$ внутри 
т ла, 2) кубы, которые нзкоторою 
частью выступаютъ внЪ 

т $ ла (которые, другими словами, пере- 
сЪкаются поверхностью т$ла), и 3) кубы, 

С расположенные вполнз вн т$ла. 
Черт. 372. Если кубовъ 1-го рода будетъ т, а 2-го 

рода п, то объемъ даннаго тзла болЪе 


т тп 
18, НО менЪе —3 куб. ед. Значитъ, эти 2 числа будутъ приближенныя 


п 
мЪры даннаго объема съ точностью до; куб. ед., первое число съ не- 


достаткомъ, второе—еъ избыткомъ. Уменьшая все болЪе и боле раз- 
стоян!@ между параллельными плоскостями, мы будемъ заполнять 
пространство все меньшими и меньшими кубами; и такъ же, какъ это 
мы раньше дЪлали для площадей, можно и здЪсь разъяснить, что по 
мЪрЪ уменьшен!я кубовъ мы будемъ получать приближенные резуль 
таты измфрен!я все съ большею и ббльшею степенью точности; и если 
будеть найдено такое число У (соизмЪфримое или несоизм$римое), 
которое окажется больше любого приближеннаго результата измзре- 
н!я, взятаго съ недостаткомъ, и меньше любого приближеннаго ре- 
зультата измЪрен1я, взятаго съ избыткомъ, то это число принимается 
за точную мЪру даннаго объема. 

Доказано, что такое число существуетъ вообше для всякаго объема 
и что оно не зависитъ оть выбора тЪхъ трехъ прямыхъ ОА, ОВи ОС 
(черт. 375), которыя были взяты для построен1я пространственной 
сЪти кубовъ *). Число это обладаеть слздуюцгими двумя основными 
свойствами: при одной и той же кубической единицЪ 1) равнымъ 
тЪламъ (совмЪшалоцтимся) соотвЪтотвуютъ равныя числа, 2) суммЪ 
объемовъ (492, 2°) соотвЪтствуеть сумма чиселъ. Отсюда уже слЪ- 
дуетъ, что большему объему соотвЪтствуетъ ббльшее число, равно- 
великимъ тЪламъ соотвЪтетвуютъ равныя числа, и т. п. 


*) См. Н. К!:1110% чипа Ноуезёаа г _-Напафисв 
её Маф вема$1зсвВеп ОЧпфеггтс В $$, Г, 1910. 
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Объемъ прямоугольнаго параллелепипеда. 


426. Теорема. Объемъ прямоугольнаго параллелепипеда 
равенъ произведению трехъ его измЪрений. 


Въ такомъ краткомъ выражен1и теорему эту надо понимать 
такъ: число, выражающее объемъ прямо- 
угольнаго параллелепипеда въ кубиче- 
ской единиц, равно произведен1ю чиселъ, 
выражающихъ три его изм $ рентя въ соот- 
вЪф тствующей линейной единиц, т.-е. въ той 
сдиЕиП, которая служить ребромъ куба, объемъ котораго при- 
нять за кубическую единицу. Такъ, если х есть число, выражаю- 
щее‘объемъ прямоугольнаго параллелепипеда въ КУ биче - 
скихъ сантиметрахъ, иа, Фи с числа, выражающая 
три его измфреня вь линейных санти метрахъ, 
то теорема утверждаеть, что х=абс. 


При доказательств разсмотримъ особо сл5дующие три случая: 


1° Ве три изм$рен1я выражаются ц%- 
лыми числами. 


° Пусть, напр., изм рен1я будуть (черт. 873): АВ=а, ВС=. 
и ВО-=е, гдЪ а, Би с каюя-нибудь цфлыя числа (напр.; какт, 
изображено у насъ на чертеж: а=4, р=9 и с=5). 

Тогда основан1е параллелепи- 
пела содержить аб такихъ ква- 
дратовъ, изъ которыхъь каждый 
представляеть  с0б0ю соотв$т- 
ствующую квадратную единицу. 
На каждомъ изъ этихь квадра- 
товъ, очезидно, можно пом$стить 
по одной кубической единиц$. 
Тогла получится слой (изобра- 2 


женный на чертеж$), состояшай 
нь ак вакь | ШИН 
высота этого слоя равна 1 линей- А Я 

ной единиц, а высота всего па- Черт. 373. 


С 
раллелепипеда содержитъ с такихъ единиць, то внутри паралле- 
21 
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лепипеда можно пометить с такихъ слоевъ. Сл$д., объемъ его 
равенъ абс куб. ‘ед. 

2°. Изм рен!{я (вс или нзкоторыя) выражаются 
дробными числами. 

Пусть измВрешя параллелепипеда будуть: 


т рт 
п 4 $ 
(причемъ н®которыя изъ этихъ дробей могутъ равняться цзлому 
числу). 
Приведя дроби къ одинаковому знаменателю, будемъ иИМЪТЬ: 
7145 Фпз "па 


1 
Примемъ 5 долю линейной единицы за новую (вспомога- 


тельную) единицу длины. Тогда въ этой новой единиц данныя 
изм рен1я выразятся цзлыми числами, а именно: 7145, р75$ и т"4, 
и потому, по доказанному въ случа$ 1°, объемъ параллелепи- 
педа равенъ произведен1ю 


(145) (ртз) (тт4), 
если изм®рять этотъ объемъ новой кубической единицей, соот- 
вЪтствующей новой линейной единиц. Такихъ кубическихъ 
единицъ въ одной кубической единиц, соотвфтствующей преж- 
ней линейной единиц, содержится (1943); значить, новая куби- 


1 
ческая единица составляетъ 88 прежней. Поэтому объемъ 


пар-да равенъ: 


1 14$ Ттз тп 
— в (48) (из) (о паз" паз = 


(паз)3. 149$ 19 паз 
т фр тг 
3. 


3°. Изм рен1я (вс% или нзкоторыя) выражаются 
несоизм$ римыми числами. 
Пусть у даннаго пар-да (черт. 374), который для краткости 
мы обозначимъь одною буквою ©, изм$реюмя будутъ: 
АВ=а; АС=В; А)=Т, 
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гд а, Ви 1 несоизм®римыя числа (не исключается, впрочемъ, 
и случай, когда ь$Зкоторыя 
изъ этихъ чисель соизмри- 
мыя). Найдемъ приближен- 
ныя значенля этихъ чиселъ 
съ точностью до '!„. Для 
этого отложимъ 1! долю ли- 
нейной единицы на изм$ре- 
н1яхъ АВ, АСи АБ, начиная 
отьъ точки 4, столько разъ, 
сколько можно. Пусть ока- 
жется, что, отложивъ эту 
долю на АВ т разъ, мы по- 
лучимь отрёзокь АВ.<АВ, 
а отложивъ эту же долю Черт. 374. 

т--1 разъ, получимъ отрз- 

зокь АВ„>АВ. Тогда приближенныя значен1я числа © съ точ- 


т т-1 
ностью до 1/„ будуть дроби —и 


‚ первая съ недостаткомъ, 


вторая съ избыткомъ. Пусть такимъ же образомъ окажется, 


+1 
что АС, Аб,=——, при чемь АС:<АС«АС,, 


+1 
н Ар, = АР, —, при чемь АР.<АБ<АТ,. 


Тогда приближенныя значеня будутъ: 


т т-1 
для числа @а....—’ , 
п п 
_ 2 р 
для числа В... = 
ДЛЯ 1.... п’ м 


Построимъ теперь 2 вспомогательные параллелепипеда: одинъ 
(обозначимъ его @1) съ из» Вэен1ями АВ:, АС, и АГ, и другой 
(обозначимъ его @2) съ измфрен1ями АВ», АС» и АП,. Тогда, 
по доказанному въ случа 2”, будемъ имЪтЬ: 
объемъ 0. =— Г. ‚1; объемъ р ‚рт Ех 

п п п п п т 


21* 
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Пусть число, выражающее искомый объемъ @, будеть х. 
Такъ какъ, очевидно, (), составляетъ часть ©, а © составляетт 
часть @.5, то: 


00. 0: об. 0< об. (5; 
1 1 9-1 
слЪд., и _. р ка =. р лы 


п пп п п 


Это двойное неравенство остсется в$рнымъ при всякой сте- 
пени точности, съ которою мы находимъ приблизженныя зна- 
чен1я чисель а, Ви 1. Значить, неравенство это мы можемъ 
высказать такъ: число, измфряющее объемт 
дапнаго параллелепинеда, должно быть 
больше произведен1я любыхъ прибли- 
женныхъ значен!й чиселъ а, Ви 1, если эти 
значен1я взяты съ недостаткомъ, но мень- 
ше произведен1я любыхъ приближенных 
значен1й т%хъ же чиселъ, если эти зна- 
чен1я взяты съ избыткомъ. Такое число, какъ 
извЪотно изъ алгебры, наз. произведенлемъ несоизмФримыху 
чиселъь а31. Значитъ, и въ этомъь случаё объемъ 9=аЗТ. 

427. СлБдет1я. 1°. Пусть измфреня прямоугольнаго 
параллелепипеда, служапля сторонами его основан1я, выра- 
жаются числами а и Ь, а третье изм Фреве (высота)—числомъ с. 
Тогда, обозначая объемъ его въ соотьЪтетвующихъ куб. едини- 
цахъь буквою Г, можемъ написать: 


У ==афе=(аБ)с. 


1акъ какъ произведен1е аф выражаетъь площадь основан1я’ 
то можно сказать, что объемъ прямоугольнаго параллелепипеда 
равенъ произведению площади основания на высоту. 

2°. Пусть а,,с будуть изм$рен1я одного прямоугольнаго 
парал-да, им$ющаго объемъ Г, и а15:,с1—измФревя другого 
парал-да, когораго объемъ есть Г,. Тогда: 

ТУ—=аБе;: ТУ: =@и ст; 
слзд.: ГИ: Г! =(абе) : (а1б1с1). 
Отсюда видно, что если с=с1, то Г: И, =(аБ) : (в1б\), 

а если аф=а1., то 7: И, = : в1; т.-е.: 
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объемы прямоугольныхъ параллелепипедовъ, имфющихЪъ рав- 
ныя высоты, относятся, какъ площади ихъ оснований; 
‚ объемы прямоугольныхъ параллелепипедовъ, имЪъющихЪ рав- 
ныя площади основанйй, относятся, какъ ихъ высоты. 

30 Объемъ куба равенъ 3-ей степени его ребра, такъ какъ 
при а=Ь=е произведен1е абс обращается въ аз. 


- Объемъ всякаго параллелепипеда. 


до8 Лемма. Наклонная призма равновелика такой пря- 
мой призмЪ, у которой основан!е равно перпендикулярному сЪ- 
ченню наклонной призмы, а высота—ея боковому ребру. 

Пусть дана наклонная призма АВСПЕ А.В, С.ТЬЕ, (черт. 375). 
Продолжимъ всЪ ея боковыя ребра и боковыя грани въ одномъ 
направлен1и, напр., внизъ. Возьмемъ 
на продолжении одного какого-нибудь 
ребра произвольную точку а и нрове- 
демъ черезъ нее перпендикулярное с$че- 
н1е афеде. ЗатЪмъ, отложивъ аа1=ААт, 
проведемъ черезъ а, перпендикулярное 
сВчен!е а1Ь1с191е1. Такъ какъ плоско- 
сти обоихъ сЪчеюмй параллельны, то 
ЬЬ, = сс1= 94: = ее1== аа: АА; (317). 
Велдетв1е этого многогранникъ ал, 
у котораго за основан1я приняты про- 
веденныя нами сЪчен1я, есть прямая 
призма, 0 которой говорится въ 
теорем. Докажемъ, что данная наклон- 
ная призма равновелика этой прямой. 
Для этого предварительно убЪдимся, 
что многогранники а) и а`0). равны. 
Основан1я ихъ афсде и а1с14ле: равеы, 
какъ основан1я призмы а:@; съ другой 
стороны, приложивъ къ обЪимъ частямъ 
равенства 4:.4=а1а по одной и той же 
прямой Ала, получимъ: аА=а.А1; подобно этому: ЬВ=Ь.В:, 
сС==с1С! и т. д. Вообразимъ теперь, что многогранникъ аГ 


Черт. 315. 
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вложенъ въ а,0, такъ, чтобы основан1я ихъ совпали; тогда 
боковыя ребра, будучи перпендикулярны къ основатямъ и 
соотвфтственно равны, также совпадуть; поэтому многогран- 
никъ а) совмЪфетится съ а.ПО,; значить, эти тЪла равны.Теперь 
замфтимъ, что если отъ цфлаго многогранника а.) отнимемъ 
часть а), то получимъ прямую призму; а если отъ того же много- 
гранника отнимемъ часть а.О:, то получимъ наклонную призму. 
Изъ этого слФдуетъ, что эти двЪ призмы равновелики, такъ 
какъ объемы ихъ представляють собою разности объе- 
мовъ равныхъ тфль (483,4). 


429. Теорема. 0Объемъ всякаго параллелепипеда равенъ 
произведеню площади основания на высоту. 


РанЪе мы доказали эту теорему для параллелепипеда прямо- 
угольнаго, теперь докажемъ ее для параллелепипеда пря- 
мого, а потомьи наклоннаго. 


1°. Пусть (черт. 376) АС!—пря- 
мой пар-дъ, т.-е. такой у кото- 
раго основане АВСГШ какой-ни- 
будь параллелограммъ, а вс 6о- 
ковыя грани — прямоугольники. 
Возьмемъ въ немъ за основан1е 
боковую грань 44.ВВ; тогда па- 
раллелепипедъ будеть наклон- 
ный.  Разематривая его, какъ 
частный случай наклонной при з- 
мы, мы, на основани. леммы 
предыдущаго параграфа, можемъ утверждать, что этотъ пар-дъ 
равновеликъ такому прямому, у котораго основан1е есть пер- 
пендикулярное с$ченме ММ№РО, а высота ВС. Четыреутоль- 
никь ММРО есть прямоугольникь, потому что его углы слу- 
жатъ линейными углами прямыхъ двугранныхъ угловъ; поэтому 
прямой пар-дъ, имБюциЙ это основан{е, долженъ быть прямо - 
угольнымъ, и, сл$д., его объемъ равенъ произведен1ю 
трехъ его ‘измфрев!Й, за которыя можно принять отрфзки ММ, 
МО и ВС. Такимъ обрасомъ: 


Объемь АС, =ММ. Мо. ВО=ММ . (МО. ВО. 


0, 


Черт. 376. 
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Произведее М®. ВС выражаеть плошаль параллелограмма 
АВСП; поэтому: 

Объемь АС!=({илощ. АВОП). МИ=@шощ. АВСТ). ВВ:. 

2°. Пусть (черт. 377) АС: 
есть пар-дъ наклонный. 
Онъ равновеликъ такому 
прямому, у котораго осно- 
ван1емъ служить перпен- 
дикулярное сЪчене М№МРФ 
(т.-е. перпендикулярное къ 
ребрамъ АЛ, ВС...), а вы- Б М 
сотою ребро ВС. Но, по Черт. 377. 
доказанному, объемъ прямого параллелепипеда равенъ произ- 
веденю площади основаня на высоту; значитъ: 

Объемь АС,=(площ. ММРО). ВС. 
Если ВВ есть высота съченя ММРО, то площадь ММРО= 
=МО. В5; поэтому: 

Объемь 40,=М®. 5. ВС .=(ВС. М®). ВУ. 
Произведене ВС. МО выражаеть площадь параллелограмма 
АВСЛ; слзд.: 

Объемъ АС: =(илощ. АВСП). В5. 

Остается теперь доказать, что отрёзокь ВБ представляетъ 
собою высоту пар-да. Дфйствительно, сфченне ММРО, будучи. 
перпендикулярно къ ребрамъ ВС, В:С1..., ДОЛЖНО быть перпен- 
дикулярно кь гранямъ АВСЬ, ВВ,С10..., проходящимъ черезъ 
эти ребра (390). Поэтому, осли мы изъ точки 5 возставимъ пер- 
пендикуляръ К ПЛ. АВСШ, то онъ долженъ лежать весь Въ 
пл. ММРО (391) и, сл№д., долженъ слиться СЪ прямой 5, ле- 
жащей въ этой плоскости и перпендикулярной къ МО. Значить, 
отрёзокъ БВ есть высота пар-да. Такимъ образомъ, объемъ и 
наклоннаго параллелепипеда равенъ произведенйю площади 
основан1я на высоту. 

430. Сслъдетве. Если У, Ви Н суть числа, выражаю- 
пая въ соотвзтетвующихь единицахь объемъ, площадь осно- 
ваня и высоту какого ни на есть параллелепипеда, то можемъ 
писать: 


Т=ВН. 
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Объемъ призмы. 


431. Теорема. 0Объемъ всякой призмы равенъ произведе- 
ню площади основануя на высоту. 
Сначала докажемъ эту теорему для треугольной 
призмы, а потомъ и для многоугольной. 
1°. Проведемъ (черт. 378) черезъ ребро АА, 
С, треугольной призмы АВСА.В:С: плоскость, 
параллельную грани ЬРБ:С\1С, а черезъ ребро 
СС:—плоскость, параллельную грани АА.В.В; 
зат$мъ продолжимъ плоскости обоихъ осно- 
с вай призмы до пересЪчешня съ ранфе про- 
веденными плоскостями. Тогда мы получимъ 
параллелепипедь БГ., который длагональ- 
С ною плоскостью 44,:С:С дфлится на двЪ тре- 
угольныя призмы (изъ нихъ одна есть данная). 
Докажемъ, что эти призмы равновелики. 
Черт. 878. Для этого проведемъ перпендикулярное сф- 
чен1е абс4. Въ сЪчени получится паргл- 
лелограммъ, который д1агональю ас дЪлится на два. равные тр-ка. 
Данная призма равновелика такой прямой призм, у которой 
основане есть Л абс, а высота—ребро А.А: (428). Лругая тре- 
угольная призма равновелика такой прямой, У которой осно- 
ван1е есть Л ас, а высота ребро АА:. Но дь$ прямыя призмы 
съ равными основан1ями и равными 
высотами равны (потому что при 
вложеши он совмфщаются): значить, 
призмы АВСА,В:С, и АШСА.О,С, 
равновелики. Изь этого слфдуеть, 
что объемь данной призмы  соста- 
вляетьъ половину объема па- 
раллелепипеда ВБГ,; поэтому, 060- 
значая высоту черезъь Н, получимъ 
(429): 


_ (площ. АВОРУН 
Об. тр. призмы = = 


площ. АВС 
= 5 `Н=(площ. АВОН. 


Черт. 379. 
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2°, Проведемъ черезъ ребро 4.4, многоугольной призмы 
(черт. 379) дагональныя плоскости А4:С:С и АА.Г;Л. Тогда 
данная призма разсЪчется на пЪеколько треугольныхь призмъ. 
Сумма объемовъ этихъ призмъ составляетъ искомый объемъ. 
Если обозначимь плошади ихъ основан!й черезъ 61, $», 6, а 
общую высоту черезь Н, то получимъ: 


Объемъ МН. призмы —=р.Н Н.Н --5.Н —=(61 6. 5 з)Н = 
—(площ. АВСРЕН. 


432. СлЪдеств1е. Если 7, В и Н будуть числа, выра- 
жаюция въ соотгВтетвенныхъ единицахъ объемъ, площадь осно- 
ван!я и высоту призмы, то, по доказанному, можемъ писать: 

7У=ВН. 


Объемъ пирамиды. 


433. Лемма. Треугольныя пирамиды съ равновеликими 
основанями и равными высотами равновелики. 


Черт. 380. 


- Пусть ЗАВО и 8,А1В:С: (черт. 380) будуть треугольныя 
пирамиды, у которыхъ высоты одинаковы и основан1я—равно- 
велике тр-ки АВС и А. В:С1. 
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РазлЪтимъ (черт. 380) высоту каждой изъ этихъ пирамидъь 
на произвольное число п. равныхъ частей и черезъ точки дзле- 
н1я проведемъ рядъ плоскостей, параллельныхъ основан1ю (на, 
чертеж высота, а слд., и боковыя ребра, раздЗтены на 4 рав- 
ныя части). Такъ какъ, по услов!ю, основаня АВС и А.В, С! 
равновелики, то тр-ки, получивийеся въ сфченляхъ одной пира- 
миды, соотвтотвенно равновелики тр-камъ, получившимся въ 
счени тругой пирамиды (417). Построимъ въ каждой пирамид $ 
рядъ внутреннихъ призмъ такихъ, чтобы верхними основа- 
ями у нихъ были треугольники сФчен1й, боковыя ребра были 
параллельными ребру ЗА въ одной пирамид$ и ребру 5.41 
въ другой, а высота каждой призмы равнялась. бы 1, высоты 
пирамиды. Такихъ призмъ въ каждой пирамидЪ будетъ п—1. 
Объемы призмъ пирамиды 5 обозначимъ по порядку, начиная 
оть вершины, черезъ ф1,02,0з...Р„1, а объемы призмъ пира- 
миды 6, также по порядку оть вершины, черезь 41,42,4з,--Чи-1. 
Тогда: | 


Р1=01, Р2=942, Рз-—93з..... Ри—1 = Ч»-1, 


потому что у каждой пары соотв тственныхъ призмъ основан1я 
равновелики и высоты равны. Поэтому: 


ра-Нрэ-Нз-...-Нрил==9л Наг-Н4з-+... 9-1. 


Предположимъ теперь, что число п равныхъ частей, на ко- 
торыя мы дфлимъ высоту пирамидъ, неограниченно возрастаетъ. 
Тогда об части посл$дняго равенства сдЪлаются величинами 
перем$нными. Докажемъ, что каждая изъ нихъ стремится въ 
предфлЪ къ объему той пирамиды, въ которую призмы вписаны. 
то достаточно доказать для какой-нибудь одной пирамиды, 
напр., для 5. Для этого построимъ въ ней еще рядъ призмъ, 
выходящихь частью изъ пирамиды, такихъ, чтобы нижними 
основанцями ихъ служили треугольники сЪченй (и основане 
пирамиды); высоты: были бы равны, попрежнему, 1, высоты 
пирамиды, а боковыя ребра параллельны тому же ребру 54. 
Такихъ призмъ будетъ п. Обозначимъ ихъ объемы, начиная оть 
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вершины пирамиды, по порядку, черезъ фл’, Рз’, фз,’ Ра’ 
Не трудно видЪфть, что 


р’ ра» фа = ра» Фз' ==... 8 Ри Ри-1. 
Поэтому: 


р’ ры"... -Нр'ь_а-НРь --Фа-Нра- р... НР) = в. 
Если обтсть пирамиды обозначимъ УТ, то очевидно: 


р’ ры’ оз... > ара... Фин 
Откуда: (р-р... НР)». 


При неограниченномъ увеличен1и числа п объемъ призмы ри 
стремится къ нулю (потому что высота ея стремится къ нулю, 
а, основан1е не изм няется); слЪд., разность 7 (р.-рэ-... Нил) 
и подавно стремится къ нулю; а это, по опредфлен1ю предзла, 
оз2начаетъ, что 


Т=пред. (р4-Нрза-...НРи-—1). 


Такъ какъь это доказательство можно примЗнить ко всякой 
треутольной пирамид$, то можБо утверждать, что Т,, т.-е. объемъ 
пирамиды 9.1, есть предзль перем8нной суммы 1-92... 9—1. 

Но если дв перемЗнныя величины, имвюпця пред$лы, всегда 
остаются равными, то равны И ИХ предзлы (281); поэтому: 


Т=7, *). 


*) Проводя аналог1ю между площадями и объемами, можно было бы 
подумать, что равновеликость двухЪ пирамидъ, о которыхЪ говорится 
въ теоремЪ, можетъ быть сведена на равновеликость «по разложен1ю» 
(493, 3°), т.-е. что можно так1я пирамиды разложить на одинаковое 
число частей, соотвзтетвенно другъ другу равныхъ (конгруентныхъ). 
Однако, это не такъ. Въ 1900 году н»змецкй математикъ Денъ 
(Репп) впервые строго доказалъ (его очень сложное доказательство 
было затзмъ упрошено русскимъ математикомъ В. Каганом ъ), 
что двз пирамиды ©Ъ равновеликими основанмями и равными высо- 
тами вообще не могутъ быть разложены на конечное число соотвт- 
ственно конгруентныхЪ частей. БолЪе того, доказано, что равно- 
великость такихъ пирамидъ не можетъ быть сведена даже и на равно- 
великость «по дополнен!ю» (опредзляемую ВЪ $ 423, 4°). Такимъ' 
образомъ, способъ предЪловъ (какимъ мы пользовались въ текстз) 
есть единственный методъ доказательства равновеликости пирамидъ 
и вообше многогранниковъ. 
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434. Теорема. 0Объемъ всякой пирамиды равенъ произ- 
веденНю площади основаня на треть высоты. 


А СА 


Е 


Черт. 381. 


Сначала докажемъ эту теорему для пирамиды треуголь- 
ной, а затфмь и многоугольной. 


1°. На основанли треугольной пирамиды бАБВС (черт. 381) 
построимъ такую. призму АВСШЕБ, у которой высота равна, 
высотЪ пирамиды, а одно боковое ребро совпадаетъ съ ребромъ оВ. 
Докажемъ, что объемъ пирамиды составляетъ третью часть объема 
этой призмы. Отдфлимъ отъ призмы данную пирамиду. Тогда 
остапется четыреугольная пирамида БАДЕС (которая для яено- 
сти изображена отд$льно). Проведемъ въ ней сЪкущую пло- 
скость черезь вершину $ и дагональ основаня ПС. Получив- 
ппяся оть этого двЪ треугольныя пирамиды имфють общую 
вершину би равныя основав1я ПЕС и РАС, лежапля въ одной 
плоскости; значитъ, согласно доказанной выше лемм$, пирамиды 
®РЕС и ББАС равновелики. Сравнимъ одну изъ нихъ, именно 
ВОЕС, съ данной пирамидой. За основан1е пирамиды БОЁЕС 
можно взять Л &ЛОЕ; тогла вершина ея будеть въ точкЪ С, и 
высота равна высот данной пирамиды. Такъ какъь Л ЗОЕ= 
=ЛААВС, то, согласно той же лемм$, пирамиды СЗДЕ и АВС 
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равновелики. Такимъ образомъ, сумма. объемовъ трехъ пирамидъ, 
равновеликихь данной, составляеть объемъ призмы; слЪд : 
(площ. АВС). Н 
| 3 

гдз Н означаеть высоту пирамиды. 


1 Н 
Об. бАВС— 06. БРЕАВС== —(площ. АВС). 


2°. Черезъ какую-нибудь вершину Е 
) (черт. 382) основанля многоугольной пи- 
рамиды БАВСЛЕ проверемъ длагонали 
ЕВ и ЕС. Затфмъ черезь ребро БЕ и 
каждую изъ этихъ дагоналей проведемъ 
сфкупия плоскости. Тогда многоуголь- 
ная пирамида разобъетея на иЪсколько 
треутольныхъ, имфющихь высоту, об- 
щую съ данной пирамидой. Обозначивт 
плошали основанй треугольныхъ пира- 
мидъ черезъ 61, 55, 6з и высоту черезъ Н, Черт. 382. 
будемъ имЪть: 


1] 1 ] 
Объем ЗАВСРЕ=ЗЬН-+5 ВН Н= 
| Н Н 
= (в 5% -НЪз)- =@тлощ. АВСТЕ)-.. 


435. СлЪдетв!е. Если Г, Ви Н означаютъ числа, вы- 
раэжающия въ соотв тетвенныхъь единицахъ объемъ, площадь 
основаня и высоту какой угодно пирамиды, то 


| ВН 
=> 


Объемъ уеЪченной пирамиды и уеЪченной призмы. 


д36. Теорема. Объемъ усЪченной пирамиды равенъ суммЪ 
объемовъ трехъ пирамидъ, имъющихъ высоту, одинаковую 
съ высотою усЪченной пирамиды, а основанями: одна—нижнее 
основан! усЪченной пирамиды, другая— верхнее основан!е этой 
пирамиды, а третья— среднее пропорц!ональное между ними. 
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. Сначала докажемъ эту теорему для треугольной пира- 
миды, а потомь и многоугольной. 


1°. Пусть (черт. 383) АВСРЕЕ 
есть ус$ченная  треугольная 


О Е 

> ,/ пирамида. Отд$лимъ оть нея 

сфкущею плоскостью АЕС тре- 

угольную пирамиду ЕАВС. Эта 

пирамида, имя основан!е АВС 

и вершину въ Ё, удовлетворяеть 

требован1ю теоремы. Оставшаяся 

часть есть четыреугольная пира- 

А | мида ЕАГПЕС. Проведя въ ней 

( 


сФкущую плоскость  черезъ 
точки Е, Ди С, мы раздБлимъ 
ее на дв треугольныя пира- 
миды ЕРЕС и ЕАГС. Въ первой 
можно принять за основан1е 
А РЕЕ, т.-е. верхнее основаше 
усЗченной пирамиды, а за вершину точку С; сл$д., эта пирамида 
удовлетворяеть требован1ю теоремы. Остается раземотрЪть 
третью пирамиду ЕАШСО. Превратимъ ее въ другую равнове- 
ликую пирамиду сл$дующимъь образомъ. Проведемъ прямую 
ЕК || РА и точку К примемъ за вершину новой пирамиды, 
которой основан1емъ оставимъ тоть же треугольникьъ АПС. 
Пирамиды ЕАШС и КАГС тавновелики, потому что у нихъ 
общее основане АШС и высоты равны (такъ какъ вершины 
лежать на прямой ЁК, параллельной АЛ и, слЪд., параллельной 
плоскости основан1я). Примемъ за вершину новой пирамиды 
точку О, а за основаше Л АСК. Тогда высота ея будеть равна 
высот$ ус$ченной пирамиды. Остается доказать, что основан1е 
АСК есть средняя пропорц1ональная величина между АВС 
и РДЕЁ, т.-е. что 


Черт. 383. 


площ. АВС площ. АСК 
площ. АСК площ. РЕЕ 
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У тр-ковъ АВС и АСК за основав!я можно взять стороны АВ 
и АК; тогда вершина у нихъ будеть общая С, и сл$д., высоты 
окажутся одинаковы; поэтому: 


плош. АВС АВ АВ 


ОН 1 
площ. АСК АК ГЕ и 


(вместо АК можно взять равный отр$зокъ ОЕ). 


Треугольники АСК и ПЕЕ имЪють по равному углу при 
вершинахъ А и О; поэтому (324): 


_/ 
площ. АСК АС.АЕ АС 


С р. 
площ. ЕЕ ФШЕ.ОЕ рЕ [2] 


(отрзки АК и ПЕ, какъ равные, сокращаются). 


Изъ подоб1я тр-ковъ АВС и ЕЕ сл$дуеть, что правыя части 
равенствъ [1] и [2] равны; сл$д., равны и ихъ лфвыя части, т.-е. 


площ. АВС площ. АСК 
площ. АСК площ. ЕЕ 


9°. Пусть (черт. 
384) А есть ус$- 
ченная  пирами- 
да, составляющая 
часть многоуголь- 
НОЙ пирамиды 
ЗАВСПЕ. Превра- 
тимъ мн-къ АВСОЕ 
въ  равновеливый 
тр-къ РОВ и, при- 
нявъ этоть тр-кь Черт. 384. 
за основаюте, по- 
строимъ вспомогательную пирамиду 'МРОВ съ такой же высо- 
тою, какъ у пирамиды 8. Перес чемъ пирамиду М плоскостью, 
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параллельною основан1ю, на такомъ разстояни отъ вершины, 
на какомъ въ пирамид 6 проведена плоскость афсае. Въ счени 
получится /Л №4’, равновелиюй мн-ку афсае (417). Пирамиды 
ЮАВСПЕ и МРОВ равновелики, такъ какъ у нихъ равновелики 
основан1я и высоты равны; по той же причин пирамиды бабсае 
и Ма’ тоже равновелики; отсюда слфдуеть, что усЪч. много- 
угольная пирамида А4 равновелика усЪч. треугольной пира- 
мидЪ Ри; такъ какъ у этихъ двухъ ус$ченныхъ пирамидъ осно- 
ван1я, и нижнее и верхнее, соотвЪтственно равновелики, а вы- 
соты равны, то теорема, доказанная для ус$ченной треугольной 
пирамиды, остается прим$нимой и къ многоугольной. 

437. СлЪдетве. Пусть 7, В, Ви Н будуть числа, вы- 
ражаюпия въ соотвЪтетвующихъ единицахъ объемъ, площадь 
нижняго основан1я, площадь верхняго основаня и высоту 
усченной пирамиды; тогда: 


1 1 1 1 
-ЕВНЕЬН+ > НУ ВН ( В-Ь У ВЬ ) 


ГДЪ У Вь есть средняя пропорщональная величина между Ви 6. 


438. Теорема. Объемъ треугольной призмы, усЪфченной 
непараллельно основанию, равенъ суммЪ объемовъ трехъ пира- 
мидъ, им ющихъ общее основан!е съ усфченной призмой, а вер- 
шины въ трехъ вершинахъ непа- 
раллельнаго сЪченйя. 

Пусть (черт. 385) АВСПЕЁЕ 
есть ус БЪ ченная треугольная 
призма, т.-е. такая, у которой пло- 
скость ХЕЕ не параллель- 
на основаню АВС. Проведя ©3- 
кущую плоскость черезъ точки Ё, 
А и С, мы отд5лимъ одну изъ 
трехь пирамидъ, указанныхь въ 
теорем, именно пирамиду ЕАВС, 
имвющую общее осноране АВС 
съ ус$ченной призмой и вершину 
Черт. 885. въ точкВ #. Проведемъ еще сз: 

кущую плоскость черезъ точки Е, 
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ри С; тотда получимъ двЪ другя пирамиды: ЕЛАС и ЕШЕС. 
Теорема будеть доказана, если мы обнаружимъ, что эти пира- 
миды равновелики такимъ, у которыхъ основан1емъ служить 
А АВС, а вершины лежать: одной въ О, другой въ Ё. ДЪйстви- 
тельно, пирамиды ЕДАС и ПРАБС равновелики, потому что 
за основан1е ихъ можно взять обий тр-къ РАС, и тогда вер- 
шины Еи В будутъ лежать на прямой ВЕ, параллельной пло- 
скости основан: пирамиды ЕШЕС и ЕАБС равновелики, 
потому что за основан1я ихъ можно принять равновелик1е тр-ки: 
для первой СЕ, для второй АЕС (311,1°), и тогда ихъ вер- 
шины Еи В будутъ лежать на прямой ВЕ, параллельной пло- 
скости оснований. 

439. Слъдетые. Пусть УТ, В, №, №, Вз будуть. ‘числа, 
выражаюция въ соотвфтствующихь единицахъ объемъ, пло- 
шадь основан1я и высоты, опущенныя на основан1е изъ трехъ 
вершинъ попарялельшито орет тогда: | 


РЕ Аз 
3 


Когда призма прямая, высоты №, № и №, равны боковымъ 
ребрамъ ея. 


= в Вы. ВВ 


ГЛАВА ТУ. 
Подобе многогранниковъ, 


440. Опредълезе. Два многогранника наз. подобными, 
если они имЪютъь соотвЪтственно равные многогранные углы и соотвЪт- 
ственно подобныя грани. Соотв$тетвенные элементы подобныхъ много- 
гранниковъ наз. сходетвенными. 

Изъ этого опредЪлен1я слЪдуетъ, что въ подобныхъ многогран- 
никахъ: ! 

1°..Двугранные углы соотв $ тоетвенно равны 
и одинаково расположены, потому что многогранные 
углы равны. 

2°. Сходственныя ` ребра пропори1ональны, 
потому что въ каждыхъ двухъ. подобныхъ граняхъ отношен1е сход- 
ственныхъ реберъ одно и то же, и въ каждомъ многогранникЪ со- 
сЪдн1я грани имфютъ по общему ребру. 

Возможность сущшествован1я подобныхъ многогранниковъ доказы- 
вается слфдуюшей теоремой. 

— . 22 
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441. Теорема. Если въ пирамидЪ (черт. 386) проведемъ сЪкущую плоскость 
(4,В.С.0.ЁЕ!) параллельно основаню, то отсфчемъ отъ нея другую пирамиду 
(6.4. ВС! 11), подобную дат.ной. 

Такъ какъ А.В, || АВ, В: С, | ВСит. д. (373), 
то боковыя грани двухъ пирамидъ подобны; 
основан1я ихъ также подобны (414). Остается 
доказать равенство многогранныхъ УГЛОВЪ. 
Уголъ 5 у обЪихъ пирамидъ обций; трегранные 
углы Аа, В:, С1... равны соотвЪтственно угламъ 
А, В, С..., потому что у каждой пары этихъ 
угловъ плоск1е углы соотвЪтсетвенно равны и 
одинаково расположены (402, 3°). 


449. Теорема. ДвЪ призмы или двЪ пирамиды 
подобны, если основан!е и боковая грань одной и осно- 
ванте и боковая грань другой соотвфтетвенно подобны, 
Черт. 386. одинаково наклонены и одинаково расположены. 


1°. "Пусть у двухъ призмъ (черт. 387) соотв тетвенно подобны и оди- 
наково расположены осно- 
ван1я АВСШЬЕ, адсае и гра- 
ни АА, В.В, аа: 616 (на чер- 
тежЪ онф покрыты штри- 
хами) и, кромЪ того, рав- 
ны двугранные углы АВ 
и аб. Для доказательства 
подоб1я этихъ призмъ, раз- 
суждаемъ въ такой посл$- 
довательности. Трехгран- 
ные углы Ви 6 равны, по- 
тому что они имЪютъ по 
равному двугранному углу 
(АВи @5), заключенному 

Черт. 387. между двумя  соотвЪт- 
этвенно равными и одинаково расположенными плоскими углами 
(АЕС=ае и АВВ, =9@051); отсюда слздуетъ, что равны плоскле углы 
В. ВС и 6,55, а также и двугранные ВС и %с. Если же у двухъ паралле- 
лограммовъ ВВ;:С;С и ЪЬ.с:с имЪется по одному равному углу, то И 
остальные углы ихъ соотвЪтетвенно равны; такЪ какъ, сверхъ того, 


ВС АВ . . 
2 а (ИЗЪ подоб1я основанйй) 
ВВ, АВ | 
и -55. = (изъ подоб1я бок. граней), 
ВС _ ВВ, 
то ве 5. 


Значитъ, грани ВВ,С1С и 6, с:с подобны. Переходя теперь къ трегран- 
нымъ угламъ Си с, совершенно такъ же убЪдимся, что они равны и что 
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грани СС,О. Ди сс,4.4 подобны. 'Гакимъь образомъ, мы переберемъ веЪ 
трегранные углы при основанйи и ве боковыя грани. Верхн!я основа- 
ня 4.В,С. О.Е, и а@15,с,4.е\ подобны, потому что они равны нижнимъ 
основан1ямъ; трегранные углы при верхнихъ основан1яхъ соотвЪт- 
ственно равны, потому что у нихъ равны и одинаково расположены 
плоске углы. Значитъ, разсматриваемыя призмы подобны. 

2°. Пусть мы имЪемъ (черт. 388) двЪ пирамиды, у которыхъ соотв т- 
ственно подобны и оди- 
наково расположены 
основан1я АВСЬЕ, 
афсае и боковыя грани 
ЮАВ, 3а6 (на чертежЪ 
он покрыты штри- 
хами) и, кромЪ того, 
равны двугранные 
углы АВ и @а6. Совер- 
шенно такъ, какъ это 
было сдЪлано для 
призмъ, мы докажемъ, 
что всЪ трегранные 
углы, прилежацие къ Черт. 388. 
основан1ямъ, соотвЪт- 
ственно равны, и что ве боковыя грани соотвЪфтственно подобны. 
Тогда многогранные углы би 5, также будутъ равны, потому что, имя 
вс плоскле и двугранные углы соотвфтственно равные и одинаково 
расположенные, они при вложен!1и одного въ другой совм шаются. 


443. Теорема. Подобные многогранники могутъ быть разложены на одина- 
ковое число соотвфтственно подобныхъ и одинаково расположенныхъ пирамидъ 
(черт. 389). 


Черт. 389. 


Указанное въ теоремЪ разложен1е можетъ быть выполнено различ- 
ными способами. Мы поступимъ слБдуюшимъ образомъ: 


7* 
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Возьмемъ въ одномъ изъ данныхЪ подобныхъ многогранниковъ вер- 
шину А какого-нибудь многограннаго угла. Возьмемъ далзе во т 
грани многогранника, которыя не прилежатъ къ углу А. Въ нашемъ 
многогранникв такихъ граней четыре: ЕРКГ, ОСНЬК, СВСН и 
ТСНКГ. Каждую изъ этихЪ граней примемъ за основан!е такой пира- 
миды, которой вершина лежала бы вь А. Тогда многогранникъ ра- 
зобьется на пирамиды, сходяцияся вершинами въ точкЪ А. Въ другомъ 
многогранникВ возьмемъ сходетвенную вершину 4; и тмъ же путемъ 
разложимъ его на одинаковое число пирамидъ. Докажемъ, что эти 
пирамиды соотвфтетвенно подобны. И дЪйствительно, какую бы пару 
соотв тственныхъ пирамидъ мы ни взяли, легко найдемъ, что основан1е 
и грань одной пирамиды и основан!е и грань другой пирамиды соотвЪт- 
ственно подобны, одинаково наклонены и одинаково расположены. 
Напр., у пирамидъ АРЕГК, А.О. Е. Г К, основан1я РЕГКи П.Е: 1 ЕК: 
подобны, какъ сходственныя грани подобныхъ многогранниковъ, 
грани АРЕ и А,Р.Е, подобны, потому что подобные многоугольники 
АВСШЕ, А. В.С, О.Е, разбиваются на соотвЪтственно подобные тр-ки ; 
двугранные углы РЕ, Р.Е! равны, какъ сходотвенные углы подобныхъ 
многогранниковъ. Изъ этого слздуетъ, что взятыя нами пирамиды 
подобны. То же самое можно сказать о другихъ пирамидахъ. 

444. Теорема. Поверхности подобныхъ многогранниковъ относятся, канкъ 
квадраты сходственныхъ реберъ. 

Сусть Ра, Р», Р....Р» означаютъ плошади отдЪльныхъ граней одного 
изъ подобныхъ многогранниковъ, & Р!1, р., 2з.... 2 плошади ©ход- 
ственныхь граней другого; положимъ еще, что Хи ТГ будутъ длины 
двухъ какихъ-нибудь сходотвенныхъ реберъ. Тогда, велЪдетв1е по- 
доб1я сходственныхЪъ граней и пропор!!ональноети всЪхъ сходетвен- 
ныхъ реберъ, будемъ имЪть (326): 

Р. _ №. Р._ №. Р._ 14 Ри __ [1 
ТН ра И’ р Йо р Й 
Откуда: Р-Р, + Рз-+... ЕР» 1 


—— 


ра ра ра... Р = [2 


445. Теорема. Объемы по- 

добныхъ многогранниковъ отно- 

сятся, какъ кузы сходственныхъ 
реберъ. 

1°. Сначала докажемъ тео- 

рему для подобныхъ пира- 

мидъ. Пусть (черт. 390) 

пирамиды БАВСОЕ и 

5.4. В.С:Б:Е, подобны. Вло- 

жимъ вторую пирамиду въ 

В, первую такъ, чтобы У НИХЪ 

\ совпали равные многсгранные 

углы 9 и 9;. Тогда осиоране 
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А, В, С. 6. В, займеть нЪкоторое положен1е абефе, причемъ стороны 4$, 
}е,... соотвЪтетвенно параллельны сторонамъ АВ, ВС,... (велЪдетв1е 
равенства плоскихъ угловъ трегранныхъ Аи А:, Ви В, ит. д.); велЪд- 
ств1е этого плоскость афеде параллельна АВСШЕ (312 .2°). Пусть 50 
и бо—высоты двухъ пирамидъ. Тогда: 
Об. бАВСРЕ=(плош. АВСБЬЕ). 1/. 50. 
Об. Бафеде=(плоци. абсае). 1/} бо. 
Об. БАВСОЕ плош. АВСОЕ 50 


СлЪд. Об. кабеде  плош. @664е ° 50, 
плош. АВСРЕ_80' . 
Но плоц!. абсае — бо!" (414,3°) 
п об. ЗАВОРЕ 50% В Аз 1 
этому об. Зафеае — №903 648". (414,1) 


2°. Теперь докажемъ теорему для двухъ какихъ угодно подобныхъ 
многогранниковъ, объемы которыхъ назовемъ У и 7%. Разобьемъ ихъ 
на подобныя пирамиды (443). Пусть У,, У), Г,... Ув и\1, 1, %3... 
будутъ объемы сходственныхъ пирамидъ, [и Г длины какихъ-нибудь 
сходственныхъ реберъ. Тогда, согласно доказанному, будемъ имЪть: 
У, _ 13, У, [. ТУ» [3 
В в Вто В, 


Откуда: У. НУ, +... Ув _ [8 
ое... 1’ 
т.-е. У Т»з 


[8` 

446. ЗамЪ чае. Въ стереометр1и можно разсматривать фи- 
гуры, подобно расположенныя, въ томъ же емыелЪ, 
какой былъ’ нами указанъ въ планиметр1и (211 и слЪд.), причемъ и 
здЪсь, какъ и тамъ, подоб1е въ расположен1и можетъ быть двоякое: 
прямое и обратное. 

Не входя въ подробности этого разсмотрЪн1я, замЪтимъ только 
слЪдующее важное различ1е между подоб1емъ въ располо- 
жен!и на плоскости и подоб1емъ въ расположен1и въ пространствЪ 
3-хъ измЪрешй. На плоскости, какъ мы видЪли (215), многоугольники, 
подобно расположенные, прямо или обратно, оказываются всегда п о - 
добными между собою; въ стереометр1и же только при прямомъ 
подоб1и въ расположен!и многогранники подобны между собою, при 
обратномъ же подоб1и въ расположенйи многограннини вообще не 
подобны (примЪромъ могутъь служить симметричные много- 
гранные углы, о которыхъ говорилось въ 8 403). 


ТЛАВА \. 
бимметричныя фигуры. 


447. Опредълевшя. Различаютъ три рода симметр!{и: отно- 
сительно точки, относительно прямой и относительно плоскости, 
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Какъ мы уже говорили ране (41), дв точки Ди А, (черт. 391) наз. 


симметричными относительно точки О шиентра симметр1и,), 
если прямая АА: проходитъ черезъ точку О и дЪлится ею пополамъ. 


У 


А 


ба А-а в 


7 


Черт. 391. Черт. 393. Черт. 393. 
ДвЪ точки Аи А, (черт. 392) наз. симметричными относительно пря- 
мой ху Оси симметр 1 и) или (черт. 392) относительно пло- 
скости Р (плоскости симметрти,, если прямая АА, перпен- 
дикулярна къ ху или къ плоскости Р и дфлится ими пополамъ. 
ДвЪ фигуры наз. симметричными относительно центра (черт. 394), 
оси (черт. 895), или плоскости (черт. 396), если каждой точкЪ одной 


о 


Черт. 394. Черт. 395. Черт. 396. 
фигуры соотвзтствуеть симметричная точка другой. Симметричныя 
точки двухъ такихъ фигуръ наз. осходотвенным и. 


Легко видЪть, что дв фигуры, симметричныя от- 
носительно оси, равны. Въ этомъ убЪдимся, если пс». 
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вернемъ одну изъ фигуръ (черт. 395) вокругъ оси на 180°. Тогда 
каждая точка А одной фигуры совпадетъ съ сходетвенной точкой А: 
другой фигуры, и, слЪд., обз фигуры совмЪстятся. 

448. Теорема. Фигуры, симметричныя съ одной и той же фигурой отно- 
сительно  различныхь — цен- 
тровъ, гавны между собою. Е 

Док. Пусть фигуры 
Ру и Р.. симметричны съ 
одной фигурой Ё относи- 
тельно пентровъ О и 0, 
(черт. 397). Возьмемъ въ 
фигурз Ё произвольную 
точку Аи въ фигурахъ Р, 
и РГ. точки А, и Ал, сим- 
метричныя съ 4; затЪмъ 
проведемъ прямыя ОО; и 
А, 4,1. Такъ какъ АО= 
АО и 40,=4А,:0;:, то 
А. А. | ОО: и А, 4. =200.. 
Такимъ образомъ, всЪ соотвЪтственныя точки фигуръ РЁ, и Р., (напр., 
Аи Ала, Ви В, 1, Си Саит. д.) лежатъ на разстоян1яхъ, параллель- 
ныхъ прямой ОО, и равныхъ 200,. Поэтому, если перемЪстимъ фи- 
гуру Р, такъ, чтобы каждая ея точка описывала прямую, параллель- 
ную 00, и равную удвоенной этой лини, то обЪ фигуры Е} и Ё;1 совмЪ- 
стятся: значить, онЪ равны. 

449. Теорема. Если фигуры РЁ и ЁР, (черт. 398) симметричны относительно 
плоскости Р, то ихъ можно помфстить такъ, что он будуть симметричны отно- 
сительно любой точки О, 
взятой на этой плоскости; 
обратно, если фигуры Ё и 
Ри симметричны относи- 
тельно точки О, то ихъь 
можно помфстить такъ, что 
он будуть симметричны 
относительно любой пло- 
скости Р, проходящей че- 
резъ эту точку О. 

Док. Если фигуры 
Ри РЁ, симметричны от- 
носительно плоскости- 
Р, то прямая АД,, 00- 
единяющая  какя-ни- ` Черт. 398. 
будь двЪ сходственныя 
точки, перпендикулярна къ плоскости Р и дЪлится ею пополамъ; зна- 
читъ: Аа= Аа. Если фигуры Р и Р., симметричны относительно 
точки О, то прямая АА!1, соединяющая дв сходственныя точки, про- 


Черт. 397. 
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ходить черезъ 0 и дВлится этою точкою пополамъ; значитъ: АО = А110. 
Замзтивъ это, соединимъ А, съ 4:1 и проведемъ ОМ перпендикулярно 
къ Р. Такь какь АОб=АнО и Аа=А:а, то ААз| а0; слзд., 
ДА АА=и0аА=4. Такъ какъ ОМ|1Ри АА, [Р, то ОМ. АА,; 
изъ этого слЪдуетъ, что, во 1°, ОМ пересЪкается съ А. Аз: въ нзкоторой 
точк% 5, во 72°, ГА0О=Е АА А=4, въ 3°, 416 =А):16 (такъ какъ 
А,10=04). Если мы теперь повернемъ фигуры Ё и Ра: вокругъ 
оси ОМ на 180°, то точки А, и А, а слзд., и всЪ друпя сходетвенныя 
точки, помфняются мЪстами; значитъ, фигура РЁ, можетъ быть сдЪлана 
симметричною съ Ё относительно точки О, а фигура Р.. можетъ быть 
сдЪлана симметричною съ Ё относительно плоскости Р, что и требо- 
валось доказать. , 

450. СлЪдетв1я. 1°. Фигуры, симметричныя съ одной и той же фигурой 
относительно различныхъ плоскостей, равны между собою, потому что эти 
фигуры всегда можно сд$лать симметричными съ одной и той же фи- 
гурой относительно различныхъ ментровъ, а такля фигуры, какъ мы 
видЪли (448), равны между собою. 

2°. Если будемъ обращать вниманйе только на форму фигуры, 
а не на ея положен1е въ пространств, то можемъ сказать, что данная 
фигура Е имфетъ только единственную симметричную съ нею фигуру 
(относительно точки, или относительно плоскости, все равно), такъ 
какъ всЪ фигуры, симметричныя 6Ъъ Г, равны между собою. Волзд- 
ств1е этого, при изслздованйи свойствъ симметричныхъ фигуръ, за- 
висяшихъ только отъ ихъ формы, мы можемъ по произволу разсматри- 
вать эти фигуры или какъ симметричныя относительно центра, или 
какъ симметричныя относительно плоскости. 


451. Теоремы, выражающия свойства симметричиыхъ фигуръ. 

1°. Фигура, симметричная съ плоской фигурой, есть также плоская фигура, 
равная первой. 

Это свойство сдЪлается очевиднымъ, если возьмемъ за плоскость 
симметр!и плоскость данной фигуры; тогда симметричная фигура 
сливается съ данной. 

= Въ частности, фигура, симметричная съ отрзз- 
А 7] комъ прямой, есть равный отрЪзокъ прямой; фигура, 
симметричная съ угломъ, есть равный уголъ; фигура, 
симметричная съ плоскимъ многоугольникомъ, есть 
равный плоскЙ многоугольникъ; фигура, симметрич- 

ная съ кругомъ, есть равный кругъ, и. т. п. 
2°. фигура, симметричная съ двуграннымъ угломъ (РАВО, 

черт. 399), есть равный двугранный уголъ. 

В Это свойство сдзлается очевиднымъ, если за пло- 
скость симметр1и возьмемъ биссе ктрисеную 
плоскость В. Тогда фигура, симметричная съ гранью 
Р, будеть другая грань О, и наоборотъ; сл?Зд., фи- 
гура, симметричная съ угломъ РАВО, будеть уголъ ОАВР. 


Черт. 399. 
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3°. Фигура, симметричная съ многограннымъ угломъ (5 АВСОЕ, черт. 400), 
есть многогранный уголъ, у котораго двугранные и плоске углы соотвЪтетвенно 
равны двуграннымъ и плоскимъ угламъ перваго много- 
граннаго угла, но расположены въ обратномъ по- 
рядкЪ. 

Это свойство сдЪлается очевиднымъ, если 
возьмемъ за пентръ симметр!и вершину ©. 
Тогда получимъ два симметричные угла 
БАВСОЕ и БА. В.С.О.Е1, у которыхъ дву- 
гранные и плосве углы соотвЪтственно равны, 
но расположены въ обратномъ порядкЪ (403). 

Слздете. Симметричные мно- 
гогранные углы вообще не 
равны, такъ какъ, волфдетв!е обратнаго 
расположен!\я равныхъ двугранныхъ угловъ, 
они не могутъ совмфститься. По той же при- 
чин симметричные многогран - Черт. 400. 
ники вообще не равны. 

4. Два симметричные многогранника равновелики. 

Докажемъ сначала эту теорему для 
симметричныхъ пирамидъ (черт. 401) 
ЗАВСР и 5. АВСФ, которыя мы раз- 
мЪстимъ такъ, чтобы плоскостью сим- 
метрфи служило основан!е АВСО. 
`'Такъ какъ точки би 5, симметричны 
относительно плоскости основанйя, то 
высоты б0 и 5:0 равны; велЪдотв!е 
этого пирамиды, имя общее основан] е 
и равныя высоты, равновелики. 

Два каюе угодно симметричные мно- 
гогранника всегда могутъ быть разло- 
‚ жены на одинаковое число симметрич- 
ныхъ пирамидъ; поэтому теорема взрна 
и для многогранниковъ произвольной 


формы. 


Черт. 401. 


ГЛАВА УЕ, 
Понятие о правильныхь многогранникахъ, 


452. Опред$лене. Многогранникь наз. правиль- 
нымъ, если всЪ его грани суть равные правильные многоуголь- 
ники и вс многогранные углы равны (таковъ, напр., кубъ). 

Изъ этого опред$лен1я сл®дуеть, что въправильныхъ многогран- 
никахъ равны вс% плоские углы, вс двугранные углы и вс$ ребра. 
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453. Каке правильные многоугольники мо- 
гутъ служить гранями правильныхъ много- 
гранниковЪъ? Чтобы рЪшить этоть вопросъ, примемъ во 
вниман1е, что въ многогранномъ углЪ наименьшее число граней 
три и что сумма вс$хъ плоскихь угловъ выпуклаго мн-ка 
меньше 44 (398). Каждый уголъ правильнаго треугольника 
равенъ ?/.4. Если повторимь 2/34 слагаемымъ 3 раза, 4 раза и 
5 разъ, то получимъ суммы, меньшая 44; а если повторимъ 234 
слагаемымъ 6 разъ или болфе, то получимъ въ сумм$ 44 или 
боле. Поэтому изъ плоскихъь угловъ, равныхъ угламъ правиль- 
наго тр-ка, можно образовать выпуклые многогранные углы 
только трехъ видовъ: трегранные, четырегранные и пятигран- 
ные. Уголъ квадрата равенъ 4, а уголъ правильнаго пятиуголь- 
ника равенъ 8/54; повторяя эти углы слагаемымъ 3 раза, полу- 
чаемъ суммы, меньшая 44, а повторяя ихъ 4 раза или боле, 
получаемъ 44 или боле. Поэтому изъ плоскихь угловъ, рав- 
ныхъ угламъ квадрата или правильнаго пятиугольника, можно 
образовать только трегранные углы. Уголь правильнаго шести- 
угольника равенъ 1/34; поэтому изъ такихъ угловъ нельзя обра- 
зовать даже треграннаго угла. Изъ угловъ правильныхъ много- 
угольниковъ, им5ющихъ болЪе 6-ти сторонъ, подавно, нельзя 
образовать никакого многограннаго угла. 

454. Перечисленле правильныхъ многогран- 
никовъъ. Изъ сказаннаго въ предыдущемъ параграфЪ сл$- 


Черт. 402. Черт. 403. Черт. 404. 
дуетъ, что выпуклыхЪ правильныхъь многогранниковъ не можеть 


быть боле слфдующихь пяти *): 


*)Ихь не можетъ быть болзе пяти, но сушествуютъ ли эти 
пять, это предыдушими разсужден1ями, конечно, не доказывается; 
мы опускаемъ это доказательство по причинЪ его сложности. 
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1°. Правильный четырегранникъ (или 
тетраэдръ), котораго поверхность составлена изъ 4-хь правиль- 
ныхь тр-ковъ (черт. 402). 


Черт. 405. Черт. 406. 


2.0 Правильный восьмигранникъ (или 
октаэдръ), котораго поверхность составлена изъ 8-ми правиль- 
ныхъ тр-ковъ (черт. 403). 

3°. Правильный двадцатигранникъ (или 
икесаэдръ), образованный 20-ю правильными тр-ками (черт. 404). 

4. Правильный шестигранникъ (или экса- 
эдръ), образованный 6-ю квадратами (черт. 405). Онъ наз. иначе 
кубомъ. 

5°. Правильный дв $надцатигранникъ (или 
додекаэдръ), образованный 12-ю правильными пятиугольниками 
(черт. 406). 


проииднонамяь 


ЗАДАЧИ. 


335, а. Ребро даннаго куба равно а. Найти ребро другого куба, 
котораго объемъ вдвое боле объема даннаго куба. 

Зам чанте. Эта задача объ удвоен!и куба, 
известная съ древнихъ временъ, легко р$шается вычислен1емъ (именно: 
х=у Визу 2=а1,25992..), но построен:!емъ (помошью 
пиркуля и линейки) она р шена быть не можетъ, такъ 
какъ формула для неизв$етнаго содержитъ радикалъ 3-й степени 
(см. конецъ 8 225). 

335. Вычислить поверхность и объемъ прямой призмы, у котдфой 
основан!е правильный тр-къ, вписанный въ кругъ радуса 7 ==2 метрамъ, 
а высота равна сторонЪф правильнаго 6-угольника, описаннаго около 
того же круга. 

336. Опред$лить поверхность и объемъ правильной 8-угольной 
призмы, у которой высота й =барш., а сторона основан1я а=8 вершкамъ 
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837. ОпредЪлить боковую поверхность и объемъ правильной шёсти: 
угольной пирамиды, у которой высота равна 1 метру, а апоеема со- 
ставляетъ съ высотою уголъ въ 30°. 

338. Вычислить объемъ треугольной пирамиды, У которой каждое 
боковое ребро равно $, а стороны основанйя суть @, и с. 

339. Данъ трегранный уголъ В5АВС, у котораго всЪ три плоске 
угла прямые. На его ребрахъ отложены длины: 6 А==а, 9В=Ьи б(==с. 
Черезь точки А, Ви С проведена плоскость. Опредзлить объемъ 
пирамиды 5 АВС. 

340. Высота пирамиды равна №, а основан!е—правильный шести- 
угольникъ со стороною а. На какомъ разстоян1и хотъ вершины пира- 
миды слЪдуетъ провести плоскость, параллельную основанйю, чтобы 
объемъ образовавшейся усзченной пирамиды равнялся У? 

341. ОпредЪлить объемъ правильнаго тетраэдра съ ребромъ 4. 

342. Опредзлить объемъ правильнаго октаэдра съ ребромъ 4. 

348. УсЪченная пирамида, которой объемъ У==1465 куб. сантим., 
иметь основан1ями правильные °шестиугольники с0 сторонами: 
а=23 сант. и $=17 сант. Вычислить высоту этой пирамиды. 

344. Объемъ У усЪченной пирамиды равенъ 10,5 куб. метра, высота 
й=Уз метр. и сторона а правильнаго шестиугольника, служащаго 
нижнимъ основан!емъ, равна 2 метр. Вычислить сторону правильнаго 
шестиугольника, служашаго верхнимъ основашемъ. 

345. Вычислить объемъ треугольной усЪзченной призмы, у которой 
стороны основанйя суть: а=7,5, 9=7 и с=6,5 и ребра, перпенди- 
кулярныя къ основанйю, суть: Ё=2, 1=3 и т=4. 

346. На какомъ разстоян!йи отъ вершины 5 пирамиды бАВС надо 
провести плоскость, параллельную основан!ю, чтобы отношен1е объе- 
мовъ частей, на которыя разсЪкается этою плоскостью пирамида, 
равнялозь т? 

347. Вычислить объемъ усъченнаго параллелепипеда, у котораго 
основаше есть В, а № и В. суть длины перпендикуляровъ, опушенныхъ 
на плоскость нижняго основанйя изъ двухъ вершинъ, лежашихъ на 
конпахъ какой-нибудь дагонали верхняго основанйя *). 

348. Пирамида съ высотою й раздзлена плоскостями, паралелль- 
ными основан1ю, на три части въ отпошени т: п: р. Опредзлить 
разстоян1я этихъ плоскостей до вершины пирамиды. 

349. Сумма объемовъ двухъ подобныхъ многогранниковъ равна У, 
а отношен!е сходственныхъ реберъ.равно т: п. ОпредЪлить объ- 
емы ихъ.. 

350. РаздЪлить объемъ усзченной пирамиды плоскостью, парал- 
леЛьною основанямъ В и В, на двЪ части въ отношени т: 1. 


*) Легко установить, что сумма #: + йз равна суммВ двухъ другихъ 
перпендикуляровъ, опущенныхъ на плоскость нижняго основан1я изъ 
вершинъ, лежащихъ на концахъ другой д1агонали верхняго основашя. 
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КРУГЛЫЯ ТЪЛА. 


ГЛАВА ТТ. 
Цилиндръ и конусъ. 


455. Поверхность вращен1я. Поверхностью 
вращен1я наз. такая поверхность, которая получается отъ 
вращен!1я какой-нибудь неизм*- А 
няющейся лиши (ММ, черт. 407), на- 
зываемой образующей, во- М 
кругь неподвижной прямой (АВ), на- 
зываемой осью; при этомъ пред- 
полагается, что образующая (ММ), 
при своемъ вращен1и, неизмнно свя- 
зана съ осью (АВ). 

Возьмемъь на образующей какую- 
нибудь точку Р и опустимъ изъ 
нея на ось перпендикуляръ РО. 
Очевидно, что при вращен1и не 
изм5няется ни длина этого перпен- Черт. 407. 
дикуляра, ни величина угла ДОР, 
ни положен1е точки О. Поэтому каждая точка образующей 
описываеть окружность, которой пло- М 
скость перпендикулярна къ оси и 
центрь лежить на пересЪчени этой 
плоскости съ осью. Отсюда сл$дуеть, 
что плоскость, перпендикулярная къ оси, 
пересЪкаясь съ поверхностью вращенгя, 
даетъ въ сфчени окружность. 

Всякая сЗкущая плоскость, прохо- 
дящая черезъ ось, наз. мерид1а- 
нальною плоскостью, а пересчен1е 
ея съ поверхностью вращен1я—мери- 
д1аномъ. Вс меридланы равны 
между собою, потому что при вращени 
каждый изъ нихъ проходить черезъ Черт. 408. 


зе = - < = - 
„> © > > - 
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то положен1е, въ которомъ ранфе былъ всявый другой мери- 
дланъ. 

456. Цилиндрическая поверхность. Цилин- 
дрическою поверхностью паз. поверхность, про- 
изводимая движен1емъ прямой’ (АВ, черт. 408); перем$щаю- 
щейся въ пространств параллельно данному направлешю и 
пересВкающей при этомъ данную линю (ММ). Прямая АВ наз. 
образующею, а лишя М№М напрэавляющею. 


457. Цилиндръ. ТЪло, ограничен- 
ное цилиндрическою поверхностью и двумя 
параллельными плоскостями, наз. ци- 
линдромъ (черт. 409). Часть цилип- 
дрической поверхности, заключенная 
между плоскостями, наз. боковою 
поверхностью цилиндра, а части 
илоскостей, отс$каемыя этою поверхно- 
стью —основан1ямни цилиндра. Раз- 
стоян!е между основантями есть высота 

Черт. 409. цилиндра. Цилиндръ наз. прамымъ 
или наклоннымъ, смотря по тому, перпендикулярны или 
наклонны къ основанямъ его образующля 


Прямой цилиндръ (черт. 419) паз круго- 


< 0—> А вымьъ, если его основашя круги. Такой 
цилиндръ можно разсматривать, какъ т$ ло 

вращентя, а именно, происходящее отъ 

В вращеюя прямоугольника ОАА:О0; вокругъ 

стороны О0О,, какъ оси; при этомъ сторона АА, 

описываеть боковую поверхность, а стороны 

ОАи О.А круги основанйй. Всякая прямая . 

А, ВО ‚ параллельная РА, описываетъ также 

Черт. 410. —  КРУТЬ, перпендикулярный къ оси. Отсюда 
сл гуетъ, что с Зчен1епрямотокру- 


гового цилиндра плоскостью, 
параллельною основан1ямъ, есть кругъ. 
Въ элементарной геометр1и разсматривается только прямой 


круговой цилиндръ; для краткости его называють просто ци- 
линдромъ,. 
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Иногда приходится разсматривать так1я призмы, которыхъ 
основан1я суть многоугольннки, вписанные въ основан1я ци- 
линдра или описанные около нихъ; так1я призмы наз. впи- 
санными въ цилиндръ или описанными около него. 

458. Коническая поверхность. Коническою 
поверхностью наз. поверхность, производимая движе- 
н1емъ прямой (АВ, черт. 411), пере» $ цающейся въ простран- 
стьЪ такъ, что она при этомъ постоянно проходитъ черезъ не- 
подвижную точку (5) и пересЗкаеть данную ливю (ММ). 
Прямая АВ наз. образующею, лиШмя М№напра- 
вляющею, аточка б—вер- 
шиною конической поверх- 
ности. 

459. Нонусъ. Т%ло, огра- 
ниченное коническою поверх- 
ностью и плоскостью, пере- 
сЗкающею всЪ образуюппя по 
одну сторону отъ вершины, 
наз. конусомъ (черт. 412). 
Часть конической поверхности, 
отраниченная этою плоскостью, 
наз. боковою поверх- 
ностью, а часть плоскости, 
отс$каемая боковою поверх- Черт. 411. 
ностью, —основан1емъ конуса. Перпендикуляръ, опущен- 
ный изъ вершины на основанте, есть высота конуса. 

Конусъ наз. прямымъ круго- 
вымъ, если его основан1е есть круть, 
а высота проходить черезъ центръ осно- 
ван1я (черт. 413). Такой конусъ можно 
разематривать, какъ т$ло, происходя- 
щее отъ вращен1я прямоугольнаго тр-ка, 
БОА вокругь катета 50, какъ оси. При 
этомъ гипотенуза 5.А производить бо- 
ковую поверхность, а катеть О4—осно- 
ван1е конуса. Всякая прямая ВО\, па- 
раллельная АО, описываетъ при вра- 
щен!и кругь, перпендикулярный къ оси. 
Отсюда сл$дуеть, что с Зчен1е пря- 


Черт. 412, 
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мого кругового конуса плоскостью, парал- 


5 


Черт. 4183. 


лельно`0 основантю, есть 
кругъ. 

Въ элементарной геометр1и разсматри- 
вается только прямой круговой конусъ, 
который для краткости наз. просто ко- 
нусомъ. 

Иногда приходится разсматривать та- 
юя пирамиды, которыхь основанй1я суть 
многоугольники, вписанные въ основане 
конуса, или описанные около него, а 
вершина совпадаетъ съ вершиною конуса. 
Тажля пирамиды наз. вписанными въ 
конусъ или описанными около него. 


460. УсБченный конусъ. Усфченнымъ ко- 


Черт. 414. 


нусомтъ (черт. 414) наз. часть полнаго 
конуса, заключенная между основан1емъ 
и сВкущею плоскостью, параллель- 
ною основан1ю. — Параллельные 
круги, ограничиваюпте усЪченный конусъ, 
наз. основан1ями его. УсВченный 
конусъ можно разсматривать, какъ т%ло, 
происходящее отъ вращен1я прямоутоль- 
ной трапещи ОА А.О, вокругъ стороны ОО:, 
перпендикулярной къ основанямъ тра- 
пещи. 


Поверхность цилиндра и конуса. 


461. Опред$лен1я. Боковыя поверхности цилиндра и 
конуса принадлежать къ поверхностямь кривымуъ, т.-е. къ 
такимъ, которыхъ никакая часть не можетъ совметиться съ 
плоскостью. Поэтому мы должны 0собо опредлить, что надо 
разум$ть подъ величиною боковой поверхности‘ цилиндра или 
конуса, когда сравниваютъ эти поверхности съ плоскою 
единицею плошади. Мы будемь держаться сл$Здующихь опре- 


дфлентй, 
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_ 1°, За величину боковой поверхности цилиндра принимаютъ 
предфлъ, къ которому стремится боковая поверхность вписанной 
въ этотъ цилиндръ призмы, когда ея боковыя грани неограни- 
ченно уменьшаются (и, слфд., число граней неограниченно 
увеличивается). 

20. За величину боковой поверхности конуса (полнаго или ус%- 
ченнаго) принимается предфлъ, къ которому стремится боковая 
поверхность вписанной въ этотъ конусъ пирамиды (полной или 
усЪченной), когда ея боковыя грани неограниченно уменьшаются 
(и, слЪд., число граней неограниченно увеличивается) *). | 

462. Теорема. Боковая поверхность цилиндра равна про- 
изведенню окружности основаня на высоту. 

Впишемъ въ пилиндрт, (черт. 415) какую-нибудь призму. 
Обозначимъ буквами р и Н числа, выражаюцщйя въ соотв т- 
ствующихь единицахь периметръ оспо- 
ван1я и высоту этой призмы. Тогда боко- 
вая поверхность ея выразится произведе- 
н1емъ ФН. Предположимъ теперь, что боко- 
выя грани вписанной призмы (слЪд., и 
стороны вписаннаго многоугольника, слу- 
жащаго оспованлемъ этой призмы) неогра- 
ниченно уменьшалотся. Тогда, периметръ ф 
будеть стремиться къ преЪту, припи- 
маемому за длину С окружности осно- 
вания, а высота П останется безъ измЪне- 
н1я; слЪд., боковая поверхность призмы, 
равная всегда произведению фН, будеть 
стремиться къ предЗлу СН. Этотъ предЗлъ и принимается за 
величину боковой поверхности цилиндра. Обозначивъ ее бук- 
вой 5, можемъ написать: 


Черт. 415. 


8=СН. 

463. СлЪдетв1я. 1°. Если ПЦ озпачаетъ радтусь основа- 
н1я цилиндра, то С=?Д; поэтому боковая поверхность ци- 
линдра выразится: 

В=2®ПН. 
*) Въ теор1и предЪловъ доказывается, что эти предЪЗлы суше- 


ствуютъ и что они не зависятъ отъ закона, по которому боковыя грани 
уменьшаются. 


А. Киселевъ. Геометря. 23 
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2°. Чтобы получить полную поверхность цилиндра, до- 
статочно приложить къ боковой поверхности сумму площадей 
двухъ основан1й; поэтому, обозначая пол- 

5 ную поверхность черезъ Т, будемъ имфть: 


Т=2®ВН к В? В?=2вВ(Н-+ В). 


4.64. Теорема. Боковая поверхность 
конуса равна произведенню окружности 
основания на половину образующей. 

Для простоты доказательства впишемъ 
въ конусъ (черт. 416) не какую-нибудь 
пирамиду, а правильную, и обозначимъ 
буквами р и 1 числа, выражающя въ 
соотв$тетвующихъ единицахъ периметръ 
основан1я и апоеему этой пирамиды. Тогда боковая поверх- 
ность ея выразится произведенемъ 1/, р. Предположимъ теперь, 
что боковыя грани вписанной пирамиды (слЪд., и стороны 
вписаннаго многоугольника служащаго основан!емъ этой пира- 
миды) неограниченно уменьшаются. Тогда периметръ фр будетъ 
стремиться къ пред$лу, принимаемому за длину С окруж- 
ности основан1я, а апоеема | будеть имЪть предфломъ обра- 
зующую конуса (такъ какъ изъ тр-ка ЗАК сл$дуетъ, что 
А—5К<.АК); значить, если образующую конуса обозначимъ 
буквою Г, то боковая поверхность вписанной пирамиды, по- 
стоянно равная 1/01, будеть стремиться къ пред$лу Ч.СГ. 
Этоть предЪлъ и принимается за величину боковой поверхности 
конуса. Обозначивъ ее буквою 8, можемъ написать: 


Черт. 416. 


9=- от ст 
и” и 


465. СлЪдетв1я. 1°. Такь какъ С=2В, то боковая по- 
верхность конуса выразится: 


1 
$=—. жАГ=®ВГ. 


2°. Полную поверхность конуса получимъ, если къ боковой 
поверхности приложимъ площадь основан1я; поэтому: 


Т=«ЕГ-кВ*=в В(Г,+ В). 
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466. Теорема. Боковая поверхность усфченнаго конуса 
равна произведению полусуммы окружностей основанй на обра- 
зующую. 

Для простоты доказательства впи- 
шемъ въ ус$ченный конусъ (черт. 417) 
не какую-нибудь ус$ченную пирамиду, 
а правильную, и обозначимъ буквами 
р, р: и Гчисла, выражаюпия периметръ 
нижняго, периметръ верхняго основа- 
н1й и аповему этой пирамиды. Тогда 
боковая поверхность ея выразится про- 
°изведенемъ Черт. 417. 


1 
-5 +11. 


При неограниченномь уменьшенйи боковыхь граней вписан- 
ной пирамиды периметры р и р, стремятся къ пред$ламъ, при- 
нимаемымъ за длины Си С, окружностей оснований, а апоеема, 1, 
какъ не трудно видЪть, иметь пред$ломъ образующую Г ус$- 
ченнаго копуса. СлЪд., боковая поверхность вписанной пира- 
миды стремится къ предЪлу, равному 1/›(С-НС\)Г. Этотъ пред ль 
и принимается за величину боковой поверхности усЗченваго 
конуса. Обдзначивъ ее буквой 5, будемъ имЪть: 


1 


467. СлЪдетв1Я. 1°. Ели В и В, означаютъ радусы 
1 

окружностей нижняго и верхняго основан1й, то боковая по- 
верхность ус$ченнаго конуса выразится: 


1. 
В (2=В-аюВ)Г = ВВГ. 


2°. Проведемъ въ трапещи 00,4:А (черт. 417), оть вращен1я 
которой получается усЪ$ченный конусъ, среднюю лин1ю ВС (117). 
Тогда получимъ: 


1 1 
вс=- (ОА + 0,4,) =-5(В- В. 


`Откуда: В-- В, =эВС. 
СлЗд., б=с®ВС.П, 
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т.-е. боковая поверхность усфченнаго конуса равна произведенгю 
окружности средняго сЪченгя на образующую. 
3”. Полная поверхность Т ус$ченпаго конуса выразится такъ: 


Т=®( В+ В --ВЬ+В,Г). 


468. ЗамЪчан!е. Въ предыдущихъ теоремахъ боковыя 
поверхности цилиндра и конуса разсматривались, какъ пре- 
дВлы боковыхъ поверхностей вписанныхъ призмъ или 
пирамидъ. Если бы, подобно тому, какъ мы это дфлали при 
доказательств этихъ теоремъ, мы стали находить пред$лы 
описанныхъ призмъ или пирамидъ, то пашли бы, что 
эти пред$лы 1% же самые, какъ и для вписанныхъ призмъ или 
пирамидъ. ВелЪдетв1е этого боковыя поверхности цилиндра и 
конуса можно разсматривать, какъ общ1!й предфёлъ 
боковыхь поверхностей призмъ или пирамидъ, какъ вписае- 
ныхъ, такъ и описанныхъ. 

_ 489. Развертка цилиндра и конуса. Впишемъ въ цилиндръ 
(черт. 418) какую-нибудь призму и затьмъ вообразимъ, что боковая ея 
поверхность разрЪзана вдоль какого-нибудь бокового ребра. Очевидно, 
что, вращая ея грани вокругъ реберъ, мы можемь развернуть 
эту поверхность въ одну плоскость, безъ разрыва и безъ складокъ. 
'Гогда получится то, что наз. разверткою боковой поверхности 
призмы. Она представляетъ собою прямоугольникъ КЕМ У, соста- 
вленный изъ столькихъ прямоугольниковъ, сколько въ призм боко- 


выхъ граней. Основан!е его ММ равно перимегру основан1я призмы, 
& высота КМ есть высота призмы. 


Черт. 418. 


Вообразимъ теперь, что боковыя грани вписанной призмы неогра- 
ниченно уменьшаются; тогда ея развертка будетъ все удлиняться, при- 
ближаясь кь предЪзльному прямоугольнику КРОМ, у кото- 
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раго основан1е равно длинЪ окружности основамя цилиндра, а высота 
есть высота пилиндра. Этотъ прямоугольникъ наз. разверткою 
боковой поверхности цилиндра. 

Подобно этому вообразимъ, что въ конусъ вписана какая-нибудь 
пирамида (черт. 419). Мы можемъ разрЪзать ея боковую поверхность | 


Черт. 419. 


по одному изъ реберъ, и затЪфмъ, повертывая грани вокругъ реберъ, 
получить ея развертку въ видз многоугольнаго сектора 5КЁ, соста- 
вленпаго изъ столькихъ равнобедренныхъ тр-ковъ, сколько въ пира- 
мидЪ боковыхъ граней. Прямыя 5К, ба, 55... равны боковому ребру 
пирамиды (или образующей конуса), а длина ломаной Каф... равна 
периметру осиовалйя пирамиды. При неограниченномъ уменьшен1и 
боковыхъ граней вписанной`пирамиды развертка ея увеличивается, 
приближаясь кь предЪзльному сектору ЮКМ, у которагс 
дуга КМ равна окружности основан1я, а радлусъ 6 К— образующей 
конуса. Этотъ секторъ наз. разверткою боковой поверхности 
конуса, 

Подобно этому можно получить развертку боковой поверхности ус3- 
ченнаго конуса (черт. 419) въ вид части кругового кольца КММР. 

Легко вилФть что боковая поверхность цилиндра или конуса равна 
плошади соотвЪтствующей развертки. 


Объемы цилиндра и конуса. | 
470. Лемма. 1. Объемъ цилиндра есть общй предфлъ объ- 
емовъ правильныхъ вписанныхъ и описанныхъ призмъ. при 
неограниченномъ удвоени числа ихъ боковыхъ граней... = 
Впишемъ въ цилиндръ и опишемъ около него по какой-нибудь 
правильной одноименной призмЪ. Обозначимъ объемъ, площадь 
основан1я и высоту соотв$тственно: для цилиндра—Т, В, Н. 
для вписанной призмы—7., В1, Н и для описанной призмы— 
7. В», Н. Тогда будемъ имЪть (4310: 
7.=В.Н; Т,=В:Н. 
Откуда: 7.—7,=(В.—ВуН. 


— 358 — 


‚Ури неограниченномъ удвоен!и числа боковыхъ граней призмъ 
разность: В;—В; стремится къ нулю (330), а. множитель Я есть 
число постояпное; поэтому правая часть послЪдняго равенства, | 
а сл$д., и его лЪвая часть, стремится къ нулю. Объемъ цилиндра, 
очевидно, больше объема вписанной призмы, но меньше объема 
описанной; поэтому каждая изъ разностей 7—У: и У.—7Т меньше 
разности Г.—7И,; но послфдняя, по доказанному, стремится 
къ нулю; сл$д., и первыя стремятся кь нулю; а это, по опре- 
дДЪлен1ю предФла, означаеть, что ^ 


’=пред. У, =пред. Г.. 


4711. Лемма. 2. Объемъ конуса полнаго и усфченнаго есть 

общий предфлъ объемовъ правильныхъ вписанныхъ и описан- 
ныхъ пирамидъ при неограниченномъ удвоен!и числа ихъ боко-. 
выхъ граней. 
_1°. Впишемъ въ конусъ и опишемъ около него по какой-ни- 
будь правильной одноименной пирамид$. Употребляя`т% же 
обозначен1я, какъ и въ предыдущемь параграф, будемъ 
имЪть (434): 


1 1 
7— ВН; | 7—5 ВН, 
1 
Откуда: Г.Т, = ЗН (В.—В\). 


Изъ этого равенства такъ же, какъ и въ предыдущей леммЪ: 
‚ заключаемъ, что разность 7,_У, стремится къ нулю, когда 
число боковыхъ граней вписанной и описанной пирамиды не- 
ограниченно удваивается: а такъ какъ каждая изъ разностей: 
7.—Ги Г-Т, меньше Т.-—Т,, то эти разности и подавно стре- 
мятся къ нулю; а это значить, что 


‚ Т=пред. У, =пред. Р.. 


_ 2°. Вообразимъ, что усфченный конусъ дополненъ до пол- 
наго конуса (черт. 420). Впишемъ въ этотъ полный конусъ и 
опишемъ около него по кайой-нибудь правильной одпоименной 


пирамид. Части этихъ пирамидъ, заключенныя между пло- 
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скостями нижняго и верхняго оспованйй, будуть усфченныя 
пирамиды, одна—вписанная въ ус5ченный копусь и другая, 
описанная около него. Обо- 
значимъ объемы конуса, пи- 
рамиды вписанной и пира- 
миды описанной соотвЪт- 
ственно буквами: 


для полныхъ....Й, Г: Го: 
для усфченныхь ...5, %1, 92. 


Изъ чертежа  непосред- 
ственно усматриваемъ, что 
разности объемовъ: 


97—% И 7—1 


Черт. 420. 


составляють нзкоторыя части разностей объемовъ: 


поэтому первыя разности меньше вторыхъ. Но при неогра- 
ниченномъ удвоен1и числа боковыхъ граней пирамидъ каждая 
изъ разностей: 7.—Г и Г—Т, стремится, какъ мы видзли, 
къ нулю; слЪд., каждая изъ меньшихь разностей 9,—® и 9—9 
стремится при этомъ и подавно къ нулю. Изъ этого сл$дуеть, что 


пред. 7, =пред.. #5 —%. 


`’ЗамЪчан!е. Въ доказанныхъ двухъ леммахъ вписанныя 
и описанныя призмы и пирамиды предполагаются прави ль 
ными только ради простоты доказательства; содержан1е этихъ 
леммъ остается въ полной сил и тогда, когда призмы и пира- 
миды будуть неправильныя, лишь бы боковыя грани ихъ не- 
отраниченно уменьшались. | 


472. Теоремы. 15. Объемъ цилиндра равенъ произведен! ю 
площади основания на высоту. ° 


2°. Объемъ конуса равенъ произведению площади основанщя. на 
треть высоты, 
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Впишемъ въ цилиндръ какую-нибудь правильную призму, 
а въ конусъ какую-нибудь правильную пирамиду; тогда, упо- 
требляя прежн1я обозпачен1я, будемъ имЪть: 

для призмы.... Г1=В:П; 


1 
для пирамиды .. 7—5 ВЫ. 


Эти равенства остаются в$рными, сколько бы мы ни удваи- 
вали числа боковыхъ граней призмы и пирамиды; пфэтому ОНИ 
останутся в$рными и тогла, когда на мЪсто перем$нныхъ под- 
ставимъ ихъ пред$лы (283); слЪд.: 


для цилиндра.... Г=ВН; 
1 
для конуса...... —5 ВН. 


473. СлБдетве. Если рад!усъ основанйя цилиндра ИЛИ 
конуса обозначимъ черезъь В, то В=т8В?; поэтому: 


1 
06. цил. Г=кА?Н; об. кон. Г= 578, 


474. Теорема. Объемъ усфченнаго конуса равенъ суми\ 
объемовЪ трехъ конусовъ, имБющихъ одинаковую высоту съ 
усфченнымъ конусомъ, а основанями: одинъ— нижнее основан!е 
этого конуса, другой— верхнее, трет!й— среднее пропорцгональное 
между ними. 

По доказанному раньше, объемъ ус$ченнаго конуса есть 
общий предЪлъ объемовъ правильныхъ вписанныхъ и описан- 
ныхь усЪ$ченныхъ пирамидъ. Но объемъ ТГ, правильной впи- 
санной ус$ченной пирамиды, которой высота есть Н, а пло- 
шади основанлй В; и В., выражается равенствомъ (437): 


1 
7:5 ЕВ НЫ + у 5161). 


Въ предл, при неограниченномъ ‘удвоен1и числа боковыхь 
граней вписапной пирамиды, это равенство даеть: 


т Н(В ++ Ь-+И В5), 


ГДВ У есть объемъ, Ви Ь площади основан! и Н высота ус: 
ченнаго конуса. 
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415. СлБдетВе. Если В и г означаютъ радусы нижняго 
и верхняго осн ван1й усфченнаго конуса, то В=кВ?, В=тг? 


и ИВ =УИт?28 += =жАт; ПОЭТОМУ: 
Об. ус. конуса = ®Н(В?-у?- В»). 


476. ЗамЪчан]!е. Объемъ усЪченнаго конуса 
можно найти и независимо отъ свойствъ предЪ- 
ловъ ел5дующимъ образомъ. На верхнемъ осно- 
ван!и усЪченнаго конуса (черт. 421) помфетимъ 
такой малыл копусъ (съ высотою #), чтобы усЪчен- 
ный конусъ превратился въ полпый. Тогда объ- 
емъ У усЪченнаго конуса можно разсматривать, 
какъ разность объемовъ полнаго конуса и до- 
полнительнаго. Поэтому: 


1 1 1 
= кан )- ИА = —тп [ вен--ае- гл Черт. 421. 
Изъ подоб1я тр-ковъ находимъ: 
К Н-+й. . А Н 7Н 
= ‚ откуда: —— = 2; СЛЗд., #= . 
1 1 
СлЪд., У = 5 т "| Ая -- (ел = ут «| веи-начЕ] = 


== `( в В+" ). 


Подобные цилиндры и конусы. 


477. Опредфлен!е. Два цилиндра или конуса наз. подоб- 


[ . 
Черт. 422. Черт. 423. 


ными, если они произошли отъ врашеня подобныхъ прямо- 
угольниковЪ или треугольниковъ вокруг сходственныхъ 


сторонъ. 
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Обозначимъ (черт. 422 и 423) черезъ й и #, высоты двухъ подобныхъ 
уилиндровъ или конусовъ, черезъ’х и т; радусыихъ основан!Й и черезъ 
Ги [1 образуюция; тогда, согласно опредЗлен1ю, будемъ имЪть: 


Откуда по свойству равныхъ отношен!Й выводимъ: 


"+ _ Ти «1 —*. 
о мо ПЬ # 

478. Теорема. Боковыя и полныя поверхности подобныхъ цилиндровъ 
или конусовъ относятся, какъ квадраты оля высотъ, а объемы—какъ 
кубы радГусовъ или высотъ. 

'Обозначимъ черезъ 5, Ти У соотвЪтетвенно боковую поверхность, 
полную поверхность и объемъ одного цилиндра или конуса, а черезъ 


61, Туи И, тЪ же величины для другого ипилиндра или конуса, по- 
добнаго первому. Тогда будемъ имЪть. 


Для пилиндровъ. 


} 5 . — = =8— 8’ 
5 п4- в 1 у 8. 


` . 
. — — 


Я — а 2% _ С, Е 13 [(® 


СБчен!е шара плоскостью. 


449. Опред$лен1е. Тфло, происходящее отъ вращен1я 
полукруга звокругь д1аметра, ограничивающаго его, наз. 
шаромъ, а поверхность, образуемая при этомъ полуокруж- 


ностью, наз. шаровою или сферическою по- 
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верхностью. Эта поверхность есть геометрическое мЪсто 
точекъ, одинаково удаленныхъ оть одной и той же точки, назы- 
ваемой центромъ шара. 

Прямая, соединяющая центръ съ какою-нибудь точкою по- 
верхности, наз. рад1усомъ, а прямая, соединяющая дв 
точки поверхности и проходящая черезъ центръ, наз. дт1а- 
метромъ шара. ВсВ рад!усы одного шара равны между. 
собою, а маметръ равенъ двумъ радлусамъ. | | 

Два шара одинаковаго радтуса равны, потому что при вло- 
жен1и они совмфщаются. 


480. Теорема. Всякое сЪчен!е шара плоскостью есть кругъ. 


1°. Предположимъ сначала, что (черт. 424) сЪкупая пло- 
скость АВ проходить черезъ центръ О 
шара. ВсЪ точки лини пересЪчен1я, при- 
надлежа шаровой поверхности, одинаково 
удалены отъ точки О, лежащей въ сЗкущей 
плоскости; слЪд., сФчен1е есть круть. 

2°, Положимъ теперь, что сЗкущая пло- 
скоть СШ не проходитъ черезъ центръ. 
Опустимъь на нее изъ центра перпенди- Черт. 424. 
куляръ ОК и возьмемъ на линйи перес$чен1я какую-нибудь 
точку М. Соединивъ ее съ О и К, получимъ прямоугольный 
тр-къ МОК, изъ котораго находимъ; 


МК=У ОМ—ОК?. [1]. 


Такъ какъ длины ОМ и ОК не измФняются при изм$нен1я 
положен1я точки М на ливи пересВчен1я, то разстоян1е МК есть 
величина постоянная; значить, лия пересфченя есть окруж- 
ность. которой центръ есть точка’ К. 

481. СлБдете. Пусть В, ги 4 означають: радтусъ 
шара, рад1усъ круга сЪчен1я и разстоян1е сЪкущей плоскости 
отъ центра; тогда равенство [1] приметъ видъ: 


г=И В 4?. 


Изъ этой формулы выводимъ: 
1°. Наибольший радусъ сЪчен1я получается при’ 4=0, т.-е. 
когда сЪ%кущая плоскость проходить черезъ центръ шара. 
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Въ этомъ случа т=В. Кругь, получаемый въ этомъ случаЪ, 
наз. большимъ кругомъ. 

2°. Наименьпий рад1усъ сЪчен1я получается при 4=В. Въ этомь 
случа г=0, т.-е. кругь сЪ$чен1я обращается въ точку. 

3°. СБчен1я, равпоотстоящуя оть пептра шара, равны. 

4°. Изъ двухъ сфчешй, не одинаково удаленныхъ отъ центра 
шара, то больше, которое ближе къ центру. 


Свойства большихъ круговъ. 


482. Теорема. Всяюй большой кругъ дфлитъ шаръ и его 
покерхность пополамъ. 

Вообразимъ, что мы разр$зали шаръ 
(черт. 425) по какому-нибудь большому 
кругу и, перевернувъ верхнюю часть шара, 
вложили ее въ нижнюю такъ, чтобы у нихъ 
совпали круглыя основан1я. Тогда вс точки 

(в > одпой части шаровой поверхности совм$стятся 

съ точками другой части, потому что т$ и 

друпя одинаково удалены отъ общаго центра. 

Изъ этого сл$дуетъ,-что большой кругъ дЪ- 
Черт 425. лить шаръ и его поверхность поноламъ. 

483. Теорема. Черезъ всякя двЪ точки шаровой поверх- 
ности, не лежащя на концахъ одного дгаметра, можно провести 
только одну окружность большого круга. 

Пусть на шаровой поверхности (черт. 426), имфющей 
центръ О, взяты как1я-нибудь двЪ точки, 
напр., Си М, не лежапия на одной 
прямой съ точкой О. Тогда черезъ 
точки С, Ои М можно провести пло- 
скость. Эта плоскость, проходя черезъ 
центръ О, дасть въ пересЪчен1и съ шаро- 
вою поверхностью окружность боль- 
шого крута. | 

Черт. 426. Другой окружности большого круга 
| черезъ тЪ же двЪ точки Си М провести 
нельзя. ЛъЪйствительно, всякая окружность большого круга, 
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должна, по опредлен1ю, лежать въ плоскости, проходящей 
черезъ центръ О шара; слЪд., если бы черезъ Си М можно было 
провести еще другую окружность большого круга, то тогда 
выходило бы, что черезъ 3 точки С, Ми 0, не лежапия на одной 
прямой, можно провести 2 различныя плоскости, что невоз- 
можно. 


Замфчане. Всяк1я двЪ точки шаровой поверхности могутъь 
быть соединены двумя дугами большого круга, составляю- 
щими въ сумм окружность большого круга (такъ, точки С 
и №, черт. 496, соединяются дугою СМ и дугою СМТОМ, и сумма 
этихь дугь составляетъь окружность большого круга). 

Если взятыя ДвЪ точки не лежатъ на концахъ одного дла- 
метра, то одна изъ этихъ дугь меньше полуокружности, а дру- 
гая больше. ` 
484. Теорема. Окружности двухъ большихъ круговъ пере- 
сЪкаются пополамъ. 

Дъйствительно, центрь О (черт. 426), находясь на плоско- 
стяхъ обоихъь большихъ круговъ, долженъ лежать на пря- 
уой ММ, по. которой эти круги перес$каются; значить, пря- 
мая ММ есть д1аметръ того и другого круга, а д1аметръ дЪлить 
окружео”тТьЬ пополамЪъ. 

485. Теорема. Нратчайшее разстояне на шаровой поверхности между 
двумя ея точками есть дуга большого круга (меньшая полуокружности), прове- 
денная между ними. | 

Пусть т (черт. 427) есть дуга боль- 
шого круга, проведенная на шаровой по- 
верхности между двумя ея точками А 
и В аз какая-нибудь лин, 
проведенная на шаровой поверхности 
между тЪми же точками. Докажемъ, что 
з длиннЪе т. Возьмемъ на кривой 3 произ- 
вольную точку 4 и соединимъ ее съ А 
и В дугами большого круга. Проведя ра- 
д1усы ОД, О и ОВ, примемъ ихъ за 
ребра треграннаго угла. Въ этомъ углЪ, 
какъ во всякомъ трегранномъ (391), сум- 
ма плоскихъ угловъ АО и 4ОВ больше 
третьяго плоскаго угла АОВ. Но эти углы измЪряются дугами А@, 
аВи АВ, проведенными изъ вершины угловъ однимъ и тзмъ же ра- 
д1усомъ; слЪд., сумма дугъ Ади аВ больше дуги АВ. Возьмемъ теперь 
на кривой $ промезкуточныя точки е и { и проведемъ дуги большого 
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круга черезъ каждыя двЪф сосЪдня точки: А, е, 4) и В (Дуги эти на 
чертеж не указаны). Такъ же, какь и прежде, убЪдимся, что 
Ае--е4> Аа и 4]-+|В>а4В; значить, сумма Ае-+-е4--4!/+!В больше 
Аа--аВ, а потому подавно больше дуги т. Вообразимъ теперь, что 
число промежуточныхъ точекъ, взятыхъ на кривой $, неограниченно 
увеличивается, и между каждыми двумя сосЪдними точками постоянно 
проводятся дуги большихъ круговъ; тогда лин1я, составленная изъ 
этихъ дугъ, все увеличивается, и постоянно остается больше дуги т; 
значитъ, и предЪлъ*), кь которому она стремится, долженъ 
быть больше т; а этоть предЪълъ принимается за длину дуги $. 


Плоскость, касательная къ шару. 


486. Опредфлен!е. Плоскость, имфющая съ шаровою 
поверхностью только одну общую точку, наз. касатель- 
ною плоскостью. 

Возможность существован!я такой плоскости доказывается 
сл$дуюшей теоремой. 

Теорема. Плоскость (Р, черт. 428), перпендикулярная къ 
радусу (ОА) въ концЪф его, лежащемъ на поверхности шара, 
есть касательная. 

Возьмемъ на плоскости Р 
произвольную точку В и соеди- 
нимь ее съ центромъ О. Такъ 
какъ ОВ наклонная, а ОЛ пер- 
пендикуляръ къ Р, то ОВ`>ОА. 
Поэтому точка В не можетъ 
лежать на шаровой поверхности: 
слЪд., у плоскости Р есть только 

Черт. 428. одна общая точка А съ шаро- 
вою поверхностью; значить, эта 
плоскость касательная. 

487. Обратная теорема. Насательная плоскость 
(Р, черт. 428) перпендикулярна къ радтусу (О), проведенному 
въ точку касания. 


*) Мы принимаемъ безъ доказательства, что предзлъ кривой Аеа{В, 
воставленной изъ дугъь большихъ круговъ, сушествуетъ, и что онъ 
не зависить отъ закона, по которому увеличивается число точекъ на 
кривой 5. 
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_ Такъ какъ, по опред$лен1ю, точка А есть единственная общая 
У плоскости съ шаровою поверхностью, то всякая другая точка 
плоскости лежить внф шаровой поверхности и, слфд., дальше 
отстоить оть центра, чЪмь 4; такимъ образомъ, прямая ОА 
есть кратчайшее разстоян1е точки О оть плоскости Р, т.-е.. ОА 
есть перпендикуляръ кь Р. 


Поверхность шара и его чаетей. 


488. ОпредЪлен1я. 15. Часть шаровой поверхности 
(черт. 429), отсВкаемая отъ нея какою-нибудь плоскостью (441), 
наз. сегментною поверхностью. 

Окружность 4.4. есть основан 1е, а отрззокь КМ ра- 
дтуса, перпендикулярнаго къ плоскости сЪчен1я, есть высота 
сегментной поверхности. 

Часть шаровой поверхности,’ за- 
ключенная между двумя параллель- 
ными сЪкущими плоскостями (АД; и 
ВВ, черт. 429), наз. шаровымъ 
поясомъ или зоною. 

Окружности сфчей 44, и ВВ, наз. 
основан1ями, а разстояе КГ 
между параллельными плоскостями— 
высотою пояса. 

Шаровой поясъ и сегментную по- Черт. 429. 

‚ верхность можно разсматривать, какъ 

поверхности ‘вращен!я: въ то время, какъ полу- 
окружность М.АВМ, вращаясь вокругь дламетра ММ, опиеы- 
ваеть шаровую поверхность, часть ея АВ опишеть поясъ, & 
часть МА—<егментную поверхность. . | 

ля нахожденйя величины шаровой поверхности и ея частей 
мы должны предварительно доказать слфдующую вспомога- 
тельную истину. | | 

‘489. Лемма. Боковая поверхность каждаго изъ трехъ 
тфлъ: конуса, ус5ченнаго конуса и цилиндра равна произведен ю 
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высоты тБла на длину окружности, у которой радтусъ есть 
перпендикуляръ, возставленный къ образующей изЪ ея серсдлны 
до пересфченя съ осью. 

Г’, Пусть конусъ образуется (черт. 430) вращенемъ тр-ка АВС 
вокругь катета АС. Если Ш есть сере- 
дпна образующей АВ, то (464): 


Бок. пов. конуса=е®ВО.АД [1] 


Проведя РЕ! АВ, получимь два по- 
добныхъ тр-ка АВС и АПЕ (они прямо- 
угольные и имфють обпий уголъ 4); 
изъ ихь подоб1я выводимъ: 


‚  ВС:ЕРЕАС:АТ: 
откуда:  ВБО.Ар=ЕР.АС. 


Черт. 432. 
Поэтому равенство [1] можно написать 


такъ: 
-Боков. пов. конуса=2ЕР\АС. Что и требовалось доказать. 
2°. Пусть ус$ченный КонубЬ (черт. 431) производится вра- 
щен1емъ трапеци АВСР вокругь сто- 
роны АР. Проведя среднюю липио ЕЁ, 
будемъ пм$ть (467, 2°): 

Боков. пов. ус. копуса=2тЕР.ВС [3] 
Проведемь ЕСТВС и ВН| АБ: тогда 
получимъ два подобныхъ тр-ка ЕЁС 
и ВСНЫ (стороны одного перпендику- 
лярны къ сторонамъ другого); изЪ ихъ 
подоб1я выводимъ: 


ЕЕ : ВН=ЕС : ВС. 
Откуда: ЕР. ВС=ВН . Еб=АГ. ЕС. 


Поэтому равенство [2] можно написать такъ: 

Бок. пов. усфч. конуса=сеЕС. АР. Чтон треб. доказать. 

3°. Теорема остается ВЪрной и въ примнеши къ цилиндру, 
такъ какъ окружность, о которой говорится въ теорем, равна 
окружности основан1я цилиндра. 


Черт. 431. 
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490. ОпредЪлен!е. За величину поверхности шарового 
пояса, образуемаго вращен1емъ (черт. 432) 
какой-нибудь части (ВЕ) полуокружности 
(АСР) вокругь д1аметра (АР), принимаютъ 
пред лъ, кь которому стремится поверх- 
ность, образуемая вращен1емъ вокругь того же 
д1аметра вписанной ломаной ли- 
н1и (ВСОЕ), когда ея стороны неограни- 
ченно уменьшаются *). 

‘Это опредфлен1е распространяется и на 
сегментную поверхность, и на шаровую по- Черт. 432. 
верхность; въ послЪднемъ случаЪ ломаная 
лин1я внисывается въ цфлую полуокружность. 


491. Теоремы. 1°. бегментная поверхность равна произ- 
ведению ея высоты на окружность большого круга. 

20. Поверхность шарового пояса равна произведению его вы- 
соты на окружность большого круга. 


1°. Лля большей простоты разсужденля мы впишемь въ 
дугу АР (черт. 433), производящую при вращен!и сегментную 
поверхность, не какую-нибудь ломапую лин, а правильную 
АСПЕЕ съ произвольнымъ числомъ сторонъ. А 

Поверхность, получающаяся отъ вращеня | 
этой ломаной, состоить изъ частей, образуе- 
мыхъ сторонами АС, СО, ПЕ.... Эти части 
представлять собою боковыя поверхности или || :. 
полнаго конуса (ть вращеня 4С), или усз- 
ченнаго конуса (отъ вращен1я СД, ЕЁЕ...), или 
цилиндра (оть вгащеня ПЕ, если ОЕ| АВ). р. 
Поэтому мы можемъ примЗнить къ нимъ лемму 
$ 489-го. При этомь замфтимъ, что перпенди- 
куляры; возставленные изъ серединъ образую- 


Черт. 433. 


*) Въ теор1и предЗловъ доказывается, что этотъ предзлъ суше- 
ствуетъь и что онъ не зависитъ отъ закона, по которому стороны ло- 
маной неограниченно уменьшаются, 
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щихъ до пересфчен!я съ осью, равны апоеемЪ ломаной линии. 
Обозначивъ эту апоеему черезъь а, получимъ: 

поверхн. АС=Ас. та; 

поверхн. СО)=са. та: 

поверхн. ОЁ=ае. та; 


Сложивъ эти равенства почленно, найдемъ: 

поверхн. АСОЕЁЕ=А]{. а. 
При неограниченномъ удвоен1и числа сторонъ вписанной ло- 
маной апоеема а стремится къ предЪлу, равному рад1усу шара В, 
а прямая А} остается безъ измФнен1я;: сл®д.: 


пред$лъ поверхности АСПЕЕ=А].5 кВ. 


Но пред лъ поверхности АСОЕЕ принимаютъ за величину 
сегментной поверхности, а прямая А] есть высота Н поверх- 
НОСТИ; ПОЭТОМУ: 


сегментная поверхность=Н.5пВА=ё®ВН. 


2°. Предположимъ, что правильная ломаная лин!я, о которой 
мы сейчасъ говорили, вписана не въ дугу АЕ, образующую 
при вращен!и сегментную поверхность, а въ какую-нибудь 
дугу СЁ, образующую шаровой поясъ. Это измфнене, какъ 
легко видЪть, нисколько не повлляеть на ходъ разсужденй, 
изложенныхъ въ части 1° этого доказательства, поэтому и выводъ 
останется тотъ же, т.-е. что 

поверхность шарового пояса=Н.®В=9®8ВН, 
гдЪ буквою Н обозначена высота с} шаро- 
вого пояса. 

492. Зам чаше. Пусть около дуги 
АЕ (черт. 434) описана правильная лома- 
ная лия А.С. Е,Р., стороны которой 
параллельны сторонамъь правильной впи- 
санной ломаной лини АСШЕЕ. Поверх- 
ность, получаемая вращен1емъ вокругь 
дламетра АВ этой описанной ломаной, 
также состоитъ изъ частей, къ которымъ 
мы можемъ примфнить лемму 8 489. 
Тогда, замфтивъ, что перпендикуляры, 
возставленные изъ серединъ образующихъ 


Черт. :434. 
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до перес$чентя съ осью, будуть теперь вс равны. радтусу` В 
круга, мы получимъ: 


поверхность 4.0.0. Е,Р.=Аа . 2% В. 


При неограниченномъ удвоен1и числа сторонъ вписанной я 
описанной ломаныхь лин! отр$зокъ даметра 41|, стремится, 
какъ не трудно видЪть, *) къ пред$лу А|, т.-е. къ высот Н 
сегментной поверхности; поэтому: | 


пред. поверхн. 4.0.0. Е!Ё!=Н . стВ==пред. поверхн. АСРЕЁЕ. 
Такимъ образомъ, сегментную поверхность можно разематри- 
вать, какъ общ1й пред ль поверхностей, образуемыхъь 
вращен1емъ правильныхъ ломаныхъ лин й, какьъ вписан- 
ныхъ, такь и описанныхъ. | 


То же самое мозкно повторить о поверхности шарового пояся. 


493. Теорема. Поверхность шара равна произведению 
окружности большого круга на д!аметръ; 

или поверхность шара равна учетверенной площади боль- 
шого круга. 


Поверхность шара, производимую вращенемъ полуокруж- 
ности АЛВ (черт. 433), можно разсматривать, какъ сумму по- 
верхностей, образуемыхъ вращен1емъ дугь АБ и ОВ. Поэтому, 
согласно предыдущей теоремЪ, можемъ написать: 


пов. шара=2®ВАа-жВ.аВ=2®В(Аа-аВ)= 
—=кВ.2А=4тВ?. 


*) Для этого достаточно показать, что отрззки АД: и РР, (а слфд., 
и отрЪзокъ [< ЕР,) стремятся къ О. Изъ чертежа усматриваемъ (219): 
АА, _ #—а ЕЕ. _ В—@а. 
СА а № ОЕ а 


Отсюда (принимая во вниман!е, что ОА=0Ё=Е) находимъ: 


В(®— 
дл 


ЕЕ. 


Такъ какъ разность В—@ стремится къ О, величина Е постоянна, 
„ опосема а увеличивается, то изъ послздней формулы видно, что 
отрЪзки АА. и ЕР, стремятся къ 0. 
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494. СлБдетве. Поверхности шаровъ относятся, какъ 
квадраты радусовъ или д!аметровъ, потому что, обозначая 
черезъ Ви В, рад1усы, а черезь 5 и 5, поверхности двухь ша- 


ровъ, будемъ имЪть: 
5: 9 =4т8?: 4т <А.? =? . В.*=(28В)? . (28,)". 


Объемъ шара и его частей. 


495. Опредъления. Т$ло, получаемое оть вращея 
(черт. 435) кругового сектора (СОР) 
вокругь д1аметра (АВ), не перес%- 
кающаго его площади, наз. ша- 
ровымъ секторомуъ; это т$ло 
ограничено боковыми поверхностями 
двухъ конусовъ.и поверхностью ша- 
рового пояса; послЪдняя поверхность 
наз. основан1емъ шарового 
сектора. Въ частномъ случа одинъ 
изъ рад1усовъ кругового сектора мо- 
В жетъ совпадать съ осью вращен1я; 
напр., секторъ А0С, вращаясь во- 
кругь 40, производить шаровой сек- 
торъ ОСАС:, отраниченный боковою поверхностью конуса и 

сегментною поверхностью. 
Для нахожден1я объема шарового сектора и г$лаго шара 

мы должны предварительно доказать с»$дующую лемму. 
496. Лемма. Если тр-къ АВС (черт. 436) 


В вращается вокругъ оси ху, которая лежитъ въ 
плоскости тр-ка и проходитъ черезъ его вер- 

А шину А, но не пересфкаетъ его площади, 
то объемъ тфла, получаемаго при этомъ вра- 

щени, равенъ ‘произведению поверхности, 

С образуемой противоположною стороною ВС, 


на одну треть высоты #, опущенной на эту 

сторону. 
Черт. 486. При доказательств разсмот| имъ три случая. 
1`. Ось совпадаетъ со сторо- 


Черт. 435. 
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ною АВ (черт. 437). Въ этомъ случаЪ искомый объемъ равенъ 
сумм объемовъ двухь конусовъ, получаемыхъ т 
вращен1емъ прямоугольныхъ тр-ковь ВС и 

ОСА. Первый объемъ равенъ '/<СГ?. ОВ, В 

а второй—1/.м30?. ПА; поэтому: 


96. АВС — 5=О (рВ+Р4) = тСР.СР.ВА. р С 


Произведен1е СО. ВА равно ВС. 1, такъ какъ 
ъаждое изъ этихь произведен!Й выражаеть двой- А 
ную площадь тр-ка АБС; поэтому: 


06. АВС _1 «ср. ВО. #1 

3 Чьрт. 437. 
Но произведеме тСр. ВС равно боковой поверхкости ко- 
нуса ВОС; значить: 


об. АВО-=(тов. ВС). 


2°. Ось не совпадаетъ съ АВ и не парал- 
лельна ВС (черт. 438). Въ этомъ случаф х 
искомый объемъ равенъ разности объемовъ, про- М 
изводимыхъ вращен1емъ тр-ковъ АМС и АМВ. 
По доказанному въ первомъ случа, объемъ 
АМС=з\ (пов. МС), а объемь АМВ= 
1/.й (пов. МВ); слЪд.: | 


. 06. АВС (пов. МС—пов. МВ) А 


у (пов. ВС). я 
3 Черт. 438. 
3°. Ось параллельна сторон ВС (черт. 439). 

Тогда искомый обтемъ равенъ объему ЕВС безъ суммы объе- 

мовь АЕБ и АСР; первый изъ нихъ равенъ ОС? . ЕО, вто- 

рой—1/з«ЕВ*. ЕА и трей—1/кОС?. АР. Принявъ теперь во 
вниман1е, что ЕВ=ДС, получимъ: 


объемь АВС=тОСЕГ— =(Е4 АБ) 


==ОСцЕР— ЕП) = тс ‚ ЕР. 
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Произведен1е 2=)О. ЕР выражаеть боковую поверхность ци- 
линдра, про:.зводимаго стороною ВС; поэтому: 


х Об. АВС=(иов. ВС) РС= (пов. ВС). 


ЗамЪчане. На нашихъ чертежахъ 
мы брали тр-къ остроугольный. Доказа- 
тельство н%сколько измфнится (въ слу- 
чаяхъ 1’ и 3°), если тр-къ будетъ тупо- 
угольный (при вершин А или В въ слу- . 
ча 1°и при вершин В или С въ слу- 
чаЪ 3°).Разница въ доказательств будеть 

Черт. 439. та, что вмфсто суммы объемовъ придется 
брать иногда ихьъ разность. Предлагаемъ учащимся самимъ 
разобрать эти случаи. 

497. Теорема. Объемъ шарового сектора равенъ произ- 
ведению поверхности его основангя на треть радуса. 

Пусть шаровой секторъ производится вращеемъ вокругь 
д1аметра ЕЁ (черт. 440) сектора АОР. Доказательство распо- 
ложимъ въ сл$дующей посл$довательности: | 

1°. Впишемъ въ дугу АД правильную ломаную линю АВС 
съ произвольнымъ числомъ сторонъ и за- 
т$мъ, продолживь конечные радусы ОА 
и ОШ, опишемъ около дуги АД) правиль- 
ную ломаную 4,:В.С'О!, стороны которой 
параллельны сторонамъ вписанной лома- 
ной. Многоугольные секторы ОАВСО и 
ОА.В,С,О, произведуть при вращен1и нз- 
которыя т$ла, объемы которыхъ обозна- 
чимъ: перваго черезъ Г:, а второго че- 
резъ 7.. Докажемъ прежде всего, что при 
неограниченномъ удвоени числа сторонъ 
обЪихь ломаныхъь лий разность 
7. Г, стремится къ О. 

Черт. 440. = Объемь Г, есть сумма объемовъ, полу- 
чаемыхъ врапен1емъ тр-ковъ ОАВ, ОБС, ОСЬ вокругь оси ЕЁ; 
объемь Т., ссть сумма. объемовъ, получаемыхъ вращенемъ 
вокругь той же оси тр-ковъ ОА.В:, ОВ,С!. ОС.О!. ПримЪнимъ 
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къ этимъ объемамъ лемму предыдущаго 8, при чемъ замЪтимъ, 
что высоты первыхъ тр-ковъ равны аповем$ а вписанной лома- 
ной, а высоты вторыхъ тр-ковъ равны радлусу В шара. Согласно 
этой леммЪ$ будемъ имЪть: 


7, =пов. (АВ) пов. (ВС). --ПОВ. (Ст). - 


= (пов. АВСТ) 
Т.=пов. (ьво- -- пов. Е -пов. ЛЕ = 
В 
—=(пов . А: В:С10)) 3 . 


Вообразимъ теперь, что число сторонъ обфихъ ломаныхь 
лин!Й неограпиченно удваивается. При этомъ услов!и поверх- 
ности АВСГи А.Б:С.Ш! стремятся къ общему пред$лу, именно 
къ поверхности шарового пояса АД (492), а апоеема а иметь 
предфломъ радусь В; слЪд., объемы Г: и Г. стремятся при 
этомь къ общему предф$лу, именно къ произведе- 


В 
н1ю (пов. АР)... Но тогда, значить, каждый изъ перем$нныхъ 


объемовъ Г: и Г. приближается къ одной и той же постоянной 
величинё какъ угодно близко; это возможно только 
тотда, когда разность между этими перем$нными стремится къ О. 

2°. Обозначимъ буквою Т объемь шарового сектора ОА. 
Очэвидно, что >И, и 7<УТ.; значить, каждая изъ разностей 
7. Ги 7 И, меньше разности У7,—7,!. Но эта разность, 
какъ мы видфли, при неограниченномъ удвоен1и числа сторонъ 
ломанныхъ стремится къ О; слЪд., разности Г.Т и ГГ, 
и подавно при этсмъ стремятся къ О. Отсюда заключаемъ, что 
постоянная величина Г есть обций предЪль перем нныхъ объе- 
мовъ Г. и Г,. Но этоть обпий предзлъ, какъ мы нашли, есть 


Е 
произведен1е (пов. АР): значитъ: 


Г=(пов. АР). =. 
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Замфчан!е. Теорема и ея доказательство не зависять отъ 
того, будеть ли одинъ изъ рад1усовъ кругового сектора совпа- 
дать съ осью вращен1я или н?ЪтЪ. 

498. Теорема. Объемъ шара равняется произведен!ю его 
поверхности на треть радтуса. 

Разбивъ полукругь АВСШ (черт. 441), 
производяп!й шаръ, на каке-нибудь кру- 
говые секторы АОВ, ВОС, СОЬ, мы зам$- 
тимъ, что объемъ шара можно разематри- 
вать, какъ сумму объемовъ шаровыхь 
секторевъ, производимыхъ вращенемъ 
этихъ круговыхъ. Такъ какъ, согласно 
предыдущей теорем$: 

объемь АОВ=(пов. АВ)!.В, 
обьемь ВОС=(пов. ВС) /.В, 
объемь СОр=(пов. СО) В, 


то объемъь шара=(пов. АВ- пов. ВС-пов. СБу/3Е= 
=(пов. АВСО)ЧзВ. 


Черт. 441. 


4839. СлБдетв1е 1-е. Обозначимъ высоту шарового пояса 
или сегментной поверхности черезъь Н, радтусь шара черезъ В, 
а дламетръ черезъь 0; тогда поверхность пояса или сегментной 
поверхности выразится, какъ мы видфли (491), формулой 2 ВН, 
а поверхность шара (493) формулой 4=В?; поэтому: 

об. шарового сектора=2тВН . '/.В=?/ в В?Н; 


об. шара=4®8?. оч - ет. 


Отсюда видно, что объемы шаровъ относятся, 
какъ кубы ихъ рад1усовъ или д1аметровъ. 


Слфдетв!е 9-е. Поверхность и объемъ шара составляютъ 
2. соотвЪтственно поверхности и объема цилиндра, описаннаго 
около шара. 

Дъйствительно, у цилиндра, описаннаго около шара, ратусъ 
основан1я равенъ рад1усу шара, а высота равна д1аметру шара, 
поэтому для такого цилиндра: 


полная поверхность=2тВ . 28-2 В=6к8?;. 
объемъ =пА?22В == АЗ. 
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Отсюда видно, что ?/., полной поверхности этого цилиндра 
равны 4пВ?, т.-е. равны поверхнотси шара, а */., объема ци- 
линдра составляють “/кВ?З, т.-е. объемъ шара *). 


500. Опред$лен!йе. Часть шара (4СС., черт. 449), 
отеЗкаемая оть него какою-нибудь пло- 
скостью (СС\), наз. шаровымъ 
сегментомъ. Кругь е$ченя наз. 
основантемъ сегмента, а отр$зокъ 
Ат радтуса, перпенидкулярнаго къ осно- 
ваню,—высотою сегмента. 

Часть шара, заключенная между 
двумя параллельными с$кущими пло- 
скостями (СС: и Ор,), наз. шаро- В. 
вымъ слоемъ. Круги паралелль- Черт. 442. 
ныхъ сВчешй наз. основан1ями слоя, а разстоян1е тт 
между ними его высотою. 

Оба эти т$ла можно разсматривать, какъ происходяпия 
оть вращен1я вокругь даметра АВ части круга АтС, или 
части СттШО. 


501: Теорема. Объемъ шарового сегмента равенъ объему 
цилиндра, у котораго рад'усъ основан!я есть высота сегмента, 
а высота равна радгусу шара, уменьшенному на треть высоты 
сегмента, 


т.-е. 7=®Н(В—1/3Н), А 

тд Н есть высота сегмента, а В радусь "т 
шара. В 
Объемъ шарового сегмента, получаемаго 
вращешемъ вокругъ д1аметра АЛ (черт. 443) 
части круга АСВ, найдется, если изъ 
объема шарового сектора, получаемаго вра- 
щен1емъ кругового сектора АОВ, вычтемъ 


объемъ конуса, получаемаго вращенемъ О 
| Черт. 443. 


*) Это предложен1е было доказано Архимедомъ (въ ПТ вк до 
Р. Хр.). Архимедъ выразилъ желан!е, чтобы чертежъ этой теоремы 
былъ изображенъ на его гробницЪ, что и было исполнено римекимъ 
военачальникомъ Марцелломъ (Ф. Кэджори—Истор!я эле- 
ментарной математики). 
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тр-ка СОВ. Первый изъ нихъ равенъ */кВ?Н, а второй 
1, сСВ?. СО. Такъь какъь СВ есть средняя пропоршональная 
между АС и СО, то СВ*=Н(2В—Н); поэтому СВ*. СО0= 
Н@В—Н) (В—Н)=2Е?Н—ВН*—2ВН*-+-Н3=28?Н—з3НВ?--НЗ; 


слд., об. АВВ, —0б. ОВАВ—0б. ОВВ,— ЕН пОВ*.С0= 


= тЕН— = тВёН +ЕВН*— т = НВ Н). 


502. Теорема. 0бъемъ шарового слоя равенъ объему шара, имфющаго 
д'аметромъ высоту слоя, сложенному съ полусуммою объемовъ двухъ цилиндровъ, 
у которыхъ высота равна высотЪ слоя, а основан!я: у одного нижнее, у другого 
верхнее основаше слоя, 


1 1 
т.-е. Убе; ва Н, 


гдЪ Н есть высота слоя, а т; и т) радусы основан слоя. 
Предварительно найдемъ объемъ, полу- 
чаемый врашенйемъ вокругъь даметра АР 
(черт. 444) кругового сегмента ВС (покры- 
таго на чертежЪ штрихами). Этотъ объемъ 
есть разность между объемомъ шарового сек- 
тора ОВС и объемомъ тЪла, получаемаго вра- 
шен1емъ тр-ка ОВС. Первый равенъ */. пЕ?Н,; 


1 1 
а второй==(пов. Во ОЕ= (2=ОЕ.Н)ОЕ= 


о. 
Е = зтОЕ?Н. СлЪд., объемъ отъ врашен!я сег- 


Черт. 444. мента выразится такъ: 
р : = ЯН. СЕН. ВО: = тВСа. Н 
37Н(В — ОЕ = т . =—7Н . 4 =" .Н. 


ЧтоЗзы получить объемъ слоя, достаточно къ найденному объему 
приложить объемъ усЪченнаго конуса ВВ:С;:С; поэтому объемъ слоя 
выразится такъ: 


1 1 1 
5 *ВС* . Н+- к(Са?-- ВЬ*-1-Са. ВЫН —=6"Н(ВС?*--2Са*-- 
2В5*--2Са. ВО. 
Проведя ВО Са, будемъ имЪть: 
В0*=В0?*-+ СО?=Н?*--(Са—ВЬ?= Н*--Са?-- Вз*—2 Са. ВФ. 


Подставивъ это выражен1е въ предыдуцгую формулу, найдемъ: 


1 1 1 
об. слоя =®Н(Н*--3 Са? --3 В6?) = в"Н? + 5 "(Са?-+ ВН 
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или, обозначая Са черезъ т, а ВЬ черовъ То: 
1 
об. сегм. =5 = Н? + рт(т1 7.9) Н. 


Положивъ въ этой формулЪ 7.=0, получимъ другое выражен!е для 
объема шарового сегмента: 


об. сегм. == +5" 2Н, 


т.е. объемъ шарового сегмента равенъ объему шара, имбющаго д!аметромъ 
высоту сегмента, сложенному съ половиною объема цилинрра, у котораго радусъ 
основангя есть радусъ основашя сегмента и высота равна высотБ сегмента. 


ЗАДАЧИ. 


358. Объемъ пилиндра, у котораго высота вдвое боле д1аметра, 
равенъ 1 куб. метру. Вычислить его высоту. 

354. Д1аметръ основан1я пилиндра =16 сант., а полная поверхность 
его содержитъ 1546 квадр. сант. Вычислить высоту этого цилиндра. 

355. Найти вЪсъ желЪзной ипилиндрической трубки, которой вну- 
тренн!й д1аметръ =17 сант., внфшн!Й д1аметръ=18 сант., а длина == 
—='74 сант.; удЪльный вЪзъ желЪза 77. 

356. Въ сосудъ, имЪюций форму конуса, обрашеннаго вершиною 
внизъ, вливаютъ 345 граммовъ ртути. Зная, что уголъ при вершинЪ 
конуса равенъ 60°, а уд. вЪсъ ртути 13,596, вычислить высоту, до ко- 
торой налита въ сосудЪ ртуть. 

357. Вычислить боковую поверхность и объемъ усЪченнаго конуса, 
у котораго радтусы оснований суть 27 и 18 сант., а образуюцтая 21 сант. 

358. На какомъ разстоянйи отъ центра шара, котораго радусъ 
равенъ 2,425 метра, слЪдуетъ провести с$кушую плоскость, чтобы 
отношен1е поверхности меньшаго сегмента къ боковой поверхности 
конуса, ии юшаго общее съ сегментомъ основан!е, а вершину въ центр 
шара, равнялось 7 : 4. 

359. Найти объемъ тЪла, происходяшаго отъ врашен1я правиль- 
наго 6-угольника со стороною а вокругъ одной изъ своихъ сторонъ. 

360. Вычислить радлусъ шара, описаннаго около куба, котораго 
ребро равно 1 метру. 

361. КелЪзный пустой шаръ, котораго внфшн1Й радгусъ равенъ 
О, 154 метра, плаваетъ въ водЪ, погружаясь въ нее на половину. Вы- 
числить толшину оболочки этого шара, зная, что. уд. вЪсъ желЪза 
равенъ 7,7. 

362. Вычислить объемъ тЪла, происходяшаго отъ врашен1я правиль- 
наго треугольника со стороной а вокругъ оси, проходящей черезъ его 
вершину и параллельной противоположной сторонЪз. 

363. Данъ равносторонный Л АВС со стороною а; на ВС строятъ 
квадрать ВСШЕ, располагая его въ противоположную сторону отъ 
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треугольника. Вычислить объемъ тфла, происходяцаго отъ врашен!я 
5-угольника АВЕОС вокругъ стороны АВ. 


364. Данъ квадратъ АВС со стороною а. Черезъ вершину А про- 
водятъ прямую АВ, перпендикулярную къ д1агонали АС, и врашаютъ 
квадратъ вокругь АЁ. Вычислить поверхность, образуемую кон- 
туромъ квадрата, и объемъ, образуемый площадью квадрата. 


265. Данъ правильный 6-угольникъ АВСРЕЕ со стороною а. 
Черезъ вершину А проводятъ прямую АВ, перпендикулярную къ ра- 
дусу ОА, и врашаютъ 6-угольникъ вокругь АЁ. Вычислить поверх- 
ность, образуемую контуромъ, и объемъ, образуемый плошадью 
прав. 6-угольника. 


366. Въ шарЪ, котораго радлусъ равенъ &, просверлено цилиндри- 
ческое отверст!е вдоль его д1аметра. Вычислить объемъ оставшейся 
части, если радлусъ цилиндрическаго отверст1я равенъ 1. 
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ПРИЛОЖЕШЕ. 


Главк'Ъйппе методы рБ5шеюя геометрическихъ 
задачъ на построен!е. 


1. Методъ геометрическихъ мЪстъЪ, извЪстный еше со вре- 
менъ Платона (У вЪка до Р. Хр.), состоитъ въ еслфЗдующемъ. По- 
ложимъ, что рЪшен1е предложенной задачи сводится къ нахожден1ю 
н$которой точ ки, которая должна удовлетворять извЪетнымъ 
услов1ямъ. Отбросимъ изъ этихъ услов1Й какое-нибудь одно; тогда 
задача сдфлается неопред $ ленною, т.-е. ей можетъ удо- 
влетворять безчисленное множество точекъ. Эти точки составятъ нЪ- 
которое геометрическое место. Построимъ его, если это окажется воз- 
можнымЪъ. ЗатЪмъ примемъ во вниман!е отброшенное нами услове и 
откинемъ какое-нибудь другое; тогда задача будетъ снова удовле- 
творяться безчисленнымъ множествомъ точекъ, которыя составятъ но- 
вое геометрическое мЪсто. Построимъ его, если это возможно. Искомая 
точка, удовлетворяя всфмъ услов1ямъ, должна лежать на обоихъ гео- 
метрическихъ мЪстахъ, т.-е. она должна находиться въ ихъ пересЪче- 
ни. Задача окажется возможной или невозможной, смотря по тому, 
перес$каются или нЪтъ найденныя геометрическая м$ота; и задача 
будетъ имЪть столько рЪшен!й, сколько окажется точекъ перес$ченя. 

Приведемъ на этотъ методъ одинъ примфръ, который вмЪстЪ съ тЪмъ 
покажетъ намъ, какъ иногда приходится вводить въ чертежъ в зпомога- 
тельныя лини съ и$лью принять во вниман1евсЪ данныя условая задачи. 

Задача. Построить треугольникъ по основа- 
н1ю а, углу при вершин А исумм $ ;боковыхъ 
сторонъ. 

Пусть АВС будетъ искомый А. 
Чтобы принять во вниман1е данную 
сумму боковыхъ сторонъ, продолжимъ 
ВА и отложимъ ВМ =. Проведя МС, 
получимъ вспомогательный тр-къ В МС. 
Если мы построимъ этотъ тр-къ, то за-› 
тЪмъ легко построимъ и тр-къ АВС. 
Построене тр-ка ВМС сводится къ на- 
хожден1ю точки М. Замфтивъ, что 
тр-къ А МС равнобедренный (А М= АС) 
и, СслЛЪд., ХМ=1.А (такъ какъ 
ИМ+-иС=и 4), мы видимъ, что 
точка М должна удовлетворять двумъ Черт. 445. 
услов1ямъ: 1) она удалена отъ В на 
разстоян1е 3, 2) изъ нея данная конечная прямая ВС видна подъ. 
угломъ, равнымъ 1/,А. Отбросивъ второе услов1е, мы получимъ без- 
численное множество точекъ М, лежашихъ на окружности, описанной 
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изъ В рад1усомъ, равнымъ $. Отбросивъ первое услов1е, мы получимъ 
также безчисленное множество точекъ М, лежалшихъ на дугЪ сегмента, 
построеннаго на ВС и вмЪъшающаго уголъ, равный !/, А. Такимъ обра- 
зомъ, нахожден!1е точки М сводится къ построен1ю двухъ геометрич- 
скихъ мЪетъ, изъ которыхъ каждое мы построить ум$емъ. Задача ока- 
жется невозможною, если эти геометрическля мЪсета не будутъ имЪть 
общихъ точекъ; задача будетъ имЪть одно или два рЪшен1я, смотря 
по тому, касаются ли, или же перес$каются эти мЪста (на нашемъ 
чертежЪ дуга сегмента пересЪ кается съ окружностью: вслЪдетв!е этого 
получаются два тр-ка АВС и АВС, удовлетворяюцие услов1ямъ 
задачи). 

Иногда задача сводится не къ опредЪлен!ю точки, а къ нахожден!ю 
прямой, удовлетворяюшей нЪеколькимъ условямъ. Если отбро- 
симъ одно изъ нихъ, то получимъ безчисленное множество прямыхъ; 
при этомъ можетъ случиться, что эти прямыя опредБляютъ нёкоторую 
линю (напр., всЪ онЪ будутъ касательными къ н$Ъкоторой окруж- 
ности). Отбросивъ другое услов!е и принявъ во вниманяе то, которое 
было откинуто ране, мы получимъ снова безчисленное множество 
прямыхъ, которыя, быть-можетъ, опред$лятъ нкоторую другую ли- 
нИо. Построивъ, если возможно, эти двЪ лини, мы зат$мъ легко 
найдемъ и искомую прямую. Пусть, напр., намъ предложена задача: 
провести съкушую къ двумъ даннымьъ окруж- 
ностямъ Ои О, такъ, чтобы части сЪкущей, за- 
ключенныя внутри окружностей, равнялись 
соотв $5 тетвенно даннымъ длинамъ аи а.. Если 
возьмемъ только одно услов1е, напр., чтобы часть сБкушей, лежащая 
внутри круга О, равнялась 4, то получимъ безчисленное множество 
СсЪкушихъ, которыя всЪ должны быть одинаково удалены отъ центра 
этого круга (такъ какъ равныя хорды одинаково удалены отъ центра). 
Поэтому, если въ кругЪ О гдЪ-нибудь построимъ хорду, равную а, 
и затЪмъ рад!усомъ, равнымъ разстоянйо этой хорды отъ центра, опи- 
шемъ окружность, кониентрическую съ О, то всЪ сЪкуция, о которыхъ 
идетъ рЪчь, должны касаться этой вспомогательной окружности; по- 
добнымъ образомъ, принявъ во вниманйе только второе услов1е, мы 
увидимЪъ, что искомая сЪкушая должна касаться второй вспомогатель- 
ной окружности, концентрической съ О. Значитъ, вопросъ приводится 
кь построенйю обшей касательной къ двумъ окружностямъ. 

КромЪ тЪхъ геометрическихъ мЪетъ, которыя указаны въ текстЪ 
(этой книги (88 67, 112, 177, 228), полезно замЪтить еше слБдуюция 
доказательство предоставляемъ самимъ учащимся): 

1°. Геометрическое мЪсто точекъ, дЪляшихъ въ данномъ отношении 
отрззки параллельныхъ прямыхъ, заключенные между сторонами 

‚даннаго угла, есть прямая, проходящая черезъ вершину угла и какую- 
нибудь одну изъ этихъ точекъ. 

2°. Геометрическое мЪсто точекъ, которыхъ разстоян1я отъ сторонъ 
даннаго угла находятся въ данномъ отнощен1и, состоитъ изъ двухъ 
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прямыхъ, проходяшихъ черезъ вершину угла, и изъ которыхъ одна 
лежитъ внутри угла, а другая внЪ его. 

3°. Геометрическое мЪето точекъ, двБлящихъ въ данномъ отношен1и 
всЪ равлыя х ›рды данной окружности, есть окружность, кониентриче- 
ская съ данною. 

4°. Геометрическое мЪсто точекъ, изъ которыхъ касательныя, про- 
веденныя къ данной окружности, имЗютъ данную длину, есть окруж- 
ность, кониентрическая съ данной. 

5°. Геометрическое мЪсто точекъ, квадраты разстоян1й которыхъ 
отъ двухъ данныхъ точекъ Аи В имЪють постоянную сумму, есть 
окружность, которой центръ лежитъ въ серединф прямой АВ (дока- 
зательство основывается на теор мЪ 8 259). 

6°. Геометрическое мЪсто точекъ, квадраты разстоян!й которыхъ 
отъ двухъ данныхъ точекъь Аи В имЪъютъ постоянную разность, есть 
прямая, перпендикулярная къ прямой АВ. 

7°. Геометрическое мЪето точекъ, сумма разстоянйй которыхъ отъ 
сторонъ даннаго угла постоянна, есть лежаций внутри угла отр$зокъ 
прямой, отсЪкаюшей отъ угла равнобедренн!1й тр-къ. Продолженя 
этого отрЪзка (въ обЪ стороны) представляютъ геометрическое мЪето 
точекъ, которыхъ разность разетоян1й отъ сторонъ угла постоянна. 

8°. Геометрическое мЪсто точекъ, дБляшихъ въ данномъ отношен!и 
хорды, проведенныя изъ одной точки А данной окружности, есть 
окружность, касательная къ данной въ точкЪ А. 

ПослЪднее геометрическое мЪето составляетъ частный случай слф- 
дуюшаго боле обшаго (см. 88 211—218): 

9°. Еели изъ данной точки О (черт. 446) къ различнымъ точкамъ А 
А:, А\1... какой-нибудь фигуры Е проведемъ прямыя ОА, ОД:, ОАД.,.. 
и на каждой изъ нихъ отложимъ части Оа, О, Оа1... тамя, что 

. 04: ОА=Ощц : ОА. =Оа4. : ОА. =..., 

то геометрическое мЪето точекъ а, 41, 411... есть фигура |, подобная 
фигурЪ Ё и одинаково съ ней расположенная относительно точки 0. 

Такимъ образомъ, если фигура Р есть прямая, то и ресть прямая, 
параллельная А; если Р есть многоугольникъ, то и [есть многоуголь- 
никъ, подобный `ЁР и одинаково съ нимъ расположенный; если ЕЁ есть 
окружность, то и ресть окружность. 


Черт. 446, 
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Когда пропор!!ональныя части Оа, Оа:. Оа!1... откладываются на 
продолжен1яхъ лишй ОА, ОАД.... (за точку 0), то получается тоже 
подобная фигура, но расположенная обратно — относительно 
точки 0. 

Точка 0 въ этихъ случаяхъ наз. пентромъ подоб{я фи- 
гуръ Ри ], точки Аиа, А ищ ит. д. наз, сходственными 
точками, а прямыя ОА, ОАД....-лучами подоб{я. 

2. Методъ подоб!я. Онъ состоитъ въ томъ, что, пользуясь н%- 
которыми данными задачи, строятъ сначала фигуру, подобную 
искомой, а затЪмъ переходятъ къ послЪдней. Этотъ методъ особенно 
удобенъ тогда, когда только одна данная величина есть длина, а всЪ 
проч1я суть или углы, или отношен1я лин!Й; таковы, напр., задачи: 

Построить треугольникъ по данному углу, сторон и отношен1ю 
двухъ другихъ сторонъ, или по двумъ угламъ и длинЪ нЪкоторой 
прямой (высотЪ, мед1анЪ, биссектриссЪ и т. п.). 

Построить квадратъ по данной суммЪ или разности между даго- 
налью и стороною, и т. п. 

Въ этихъ задачахъ положен!е искомой фигуры остается произволь- 
нымъ; но во многихъ вопросахъ требуется построить фигуру, которой 
положен!е относительно данныхъ точекъ или лин! вполнЪ опре- 
дЪълено. При этомъ можеть случиться, что, отрЪшившись отъ какого- 
нибудь одного изъ услов!Й положен1я и оставивъ всЪ остальныя, мы 
получимъ безчисленное множество фигуръ, подобныхъ искомой. 
Въ такомъ случаЪ методъ подоб1я можетъ быть употребленъ съ поль- 
зою. Приведемъ примЪръ. | 

Задача. Въ данный уголъ АВС вписать окруж- 
ность, которая проходила бы черезъ данную 
внутри угла точку М (черт. 449. | 


А 


. Черт. 447. 

Отбросимъ на время требованйе, чтобы окружность проходила 
черезъ точку М. Тогда вопросу удовлетворяетъ безчисленное множе- 
ство окружностей, которыхъ центры лежатъ на биссектрисев ВО: 
Построимъ одну изъ такихъ окружностей, напр., ту, которой центръ 
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есть о. Возьмемъ на ней точку т, сходственную точкВ М,т.-е. ле- 
жашую на луч подоб1я МВ, и проведемъ радлусъ то. Если теперь по* 
строимъ МО | то, то точка О будетъ центромъ искомаго круга. ДЪиетви- 
тельно, проведя къ сторон АВ перпендикуляры ОМи от, мы получимъ 
подобные тр-ки МВОи тВо, МВО и пВо, изъ которыхъ будемъ имЪТь: 

МО: то= ВО : Во 

МО: по= ВО: Во 

Откуда: МО: то=№О : т. 
Но то=ипо; елЪд., и МО=МО, т.-е. окружность, описанная изъ 
центра О радусомъ ОМ, касается стороны АВ; а такъ какъ ея центръ 

лежитъ на биссектриссЪ угла, то она касается и стороны ВС. 

Если за сходственную точку возьмемъ другую точку т: пересЪчен1я 
луча МВ съ окружностью 0, то найдемъ другой ментръ О, искомаго 
круга. СлЪд., задача допускаетъ два рЪшенйя. 

3. Методъ параллельнаго перенесенйя. Зесьма часто бы- 
ваетъ полезно перемъетить н'ъкоторыя части данной или искомой фи- 
гуры въ другое положен!е. при которомъ легче обнаружить зависи- 
мость между данными элементами и искомыми. Существуютъ различ- 
ные пр1емы такого перемъшенйя. Разсмотримъ сначала па рал- 
лельное перенесенуе. 

‚ Задача. Построить четыреугольникъ АВСШ (чер- 
тежъ 448), зная всЪ его стороны и прямую ЕР, 
соединяющую середины противоположных? 
сторонъ АВ и СО. 

Чтобы сблизить между собою данныя лини, перенесемъ парал- 
лельно самимъ себЪ стороны Ари ВС въ положеня ВЕБ; и ЕС.. Тогда, 
прямая ОШ, будетъ равна и параллельна АЁ, а прямая СС: равна и 
параллельна ЕВ; но такъ какъ АЕ—=ЕВ, то ОО, =С:С и рр, | СС. 
ВелЪдств1е этого тр-ки рр.Ё и 
СС.Е будутъ равны (такъ какъ В 
у нихъ: рр,=00., ШОЕ=СЁЕ и 
ДХ ВБР = д. ГСС,;);  значитъ, 
Д Р.ЕБ = [. СЕО:, и потому ли- 
ння О.ЕС, должна быть прямая, 
т.-е. фигура ЕР. ЁРС, ‘окажется тре 
угольникомъ. Въ этомъ тр-кЪ из- 
вЪотны двЪ стороны (Ер1=АВ и 
ЕС, =ВС) и медана ЕЁ, проведен- С, 
ная къ третьей сторонф. По этимЪ Черт. 443. 
даннымъ легко построить треуголь- 
никъ (если продолжимъ мед:ану ЕЁ за точку Е на длину, равную ей, 
и полученную точку соединимЪъ съ р; и С:, то получимъ параллело- 
граммъ, у котораго извЪъстны стороны и одна д1агональ). 

Найдя Л ЕДО,Сь, строимъ затЪмъ тр-ки О.ОЁЕи С.СЕ, а затЪмЪъ и 
весь четыреугольникъ АВС. 


А. Киселевъ. Геометрия. 25 
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ЗамЪтимъ, что иногда бываетъ полезно перенести параллельно дан- 
ному направлен1ю узлую фигуру, напр., окружность. Въ этомъ случа 
всЪ точки перемъшаемой фигуры описываютъ параллельныя и равныя 
прямыя (см., напр., задачу 388, стр. 358». 

4. Методъ вращен!я вокругъ точки. Для уяснен1я этого 
особеннаго вида перенесен1я приведемъ слфдуюций примЪръ: 

Задача. Даны по поло- 
‘жен1ю точка С (черт. 449) 
и дв безконечныя пр+- 
мыя @ и 69. Построить 
треугольникъ АВС, ко- 
тораго одна вершина 
была бы въ С, адвЪ дру- 
г!1я лежали бы на пря- 
мыхъ @ и 6% и который, 
кром того, былъ бы 
подобенъ данному. тре- 
угольнику (не помфшенному 

Черт. 449. на чертезкЪ). 

Пусть задача рЪшена. ЗамЪтивъ, 
что углы искомаго тр-ка даны, обозначимъ одинъ изъ нихъ, который 
находится при точкЪз С, черезъ «. Повернемъ всю фигуру вокругъ 
точки С въ направлен!и, указанномъ стрЪлкою, на уголъ ® и найдемъ 
положен!е, которое займетъ послЪ врашен1я прямая а. Для этого до- 
статочно опустить на а перпендикуляръ СДО, затЪмъ повернуть его на 
уголъ « въ положенйе СО, и провести черезъ О, прямую а1, перпенди- 
кулярную къ СБ;. Прямая 4, и будетъ то положен!е, которое займетъ 
послЪ врашен1я прямая а. Такъ какъ при врашен!и всЪ части фигуры 
повертываются на одинъ и тоть же уголъ, то СА, послЪ врашеня, 
пойдетъ по СВ, велЪдетв!е этого точка А упадетъ въ А1, т.-е. въ точку 
пересЪчен!я СВ съ а.. Такъ какъ отношен!е СА къ СВ или, все равно, 
отношене СА, къ СВ дано (пусть это будетъ т : п), то теперь вопросъ. 
сведенъ къ тому, чтобы черезъ точку С провести такую прямую СА,, 
которая пересЪкалась бы съ прямыми фи а, въ точкахъ Ви А, удо- 
влетворяющихъ пропорши: 

СА, : СВ=т : п. 

Чтобы провести такую прямую, достаточно раздВзлить СР, въ н%- 
которой точкЪ 1 такъ, чтобы СР, :; Сх=т : п, и черезъ точку дзлен!я 
провести прямую, параллельную 4; пересЪчен!е этой прямой съ 6 
опредЪлитъ точку В. 

5. Методъ вращеня вокругъ прямой (или методъ симметрии). 
Иногда пр1емъ построен1я легко обнаруживается, если перегнемъ 
часть чертежа вокругъ нЪкоторой прямой такъ, чтобы эта часть за- 
няла симметричное положен!е по другую сторону отъ этой. 
прямой. Приведемъ примЪръ. 
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Задача На безконечной прямой АВ (черт. 459) 
найти точку #, чтобы суммаея разстоянуй отъ 
данныхъ точекъ М и М№ была наименьшая. 

Если, перегнувъ чертежъ вокругъ АВ, приведемъ точку М въ сим- 
метричное относительно АВ положен!е М., то разстоянйе точки М 
отъ какой угодно точки прямой АВ сдЪлается равнымъ разстоян1ю 
точки М, отъ той же точки прямой АВ. Поэтому суммы Мх-+=М, 
Мх.-х. М... равны соотвЪтетвенно суммамъ М.х--2М№, Ма 2 М...; 
но изъ посл днихъ суммЪ наимень- 
шая будетъ та, при которой лин1я 
М:2М№ окажется прямою. Отсюда 
становится яснымъ пр1емъ построе- М 


ня. 
'То же самое построен1е рЪшаетъ 
и другую задачу: на прямой АВ А В 


найти такую точку х, чтобы прямыя 
ХМ и №, проведенныя отъ нея къ 
даннымъ точкамъ М и М, соста- 
вляли съ АВ равные углы. 

в. Методъ обратности. Иног- | Черт. 450. 
да бываетъ полезно, такъ сказать, 
перевернуть задачу, т.-е. данныя 
услов!я задачи взять за искомыя и наоборотъ. ПримЪромъ служитъ 
слЪфдующшая задача. 

Задача. Въ данный треугольникъ АВС вписать 
другой треугольникъ, у котораго стороны 
были бы параллельны сторонамъ другого дан- 
наго треугольника МУР. 

Перевернемъ вопросъ: опишемъ около тр-ка ММР другой тр-къ 
‚ ААВ: Су, у котораго стороны были бы параллельны сторонамъ тр-ка АВС 
(что, конечно, легко выполнить). Тогда мы получимъ фигуру `подобную 
искомой: раздЪливъ затЪмъ какую-нибудь сторону тр-ка АВС на двЪ 
части, пропор!ональныя отрЪзкамъ сходственной стороны `тр-ка 
А,В,С., мы получимъ одну изъ вершинъ искомаго тр-ка. 

Ч. Алгебраическ!Й методъ. Сушность этого метода, а также и 
примЪры задачъ, рьшаемыхъ имъ, были указаны ранЪе (88 254, 255, 
342, 843 и задачи №№ 230, 231, 285, 288, 289, 290, 291, 292, 2983). 


> 
® %- 
`` 


ПримЪры задачъ, р5шаемыхъ этими методами. 


1°. Методъ геометрическихъ м3 стъ. 


367. Построить четыреугольникь АВСО, около котораго можно 
было бы описать окружность, зная его стороны АВи ВС, дагональ АС 
и уголъ между д1агоналями. | 

368. Построить треугольникъ по основан1ю, углу при вершин и 
сумм% или разности квадратовъ двухъ другихъ сторонъ (напр., овно- 
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ван1е а, уголъ при вершин А и сумма квадратовъ боковыхъ 6то- 
ронъ #?). 

369. Около равносторонняго треугольника описать квадратъ такъ, 
чтобы обЪ фигуры имЪли обцгую вершину. 

370. Найти точку, изъ которой три отр%Ъзка данной прямой АВ, 
.ВСи СО были бы видны подъ равными углами. 

371. Внутри тр-ка найти такую точку, которой разетоян1я до 
сторонъ тр-ка относились бы между собою, какъ 6:3:82. 

372. Найти точку, изъ которой три данные круга были бы видны 
подъ равными углами (указан1е: надо сначала найти геометр. 
мЪсто точекъ, изъ которыхъ два данные круга видны подъ равными 
углами). | 

373. Дана окружность и какя-нибудь дв прямыя, Найти на 
окружности такую точку, чтобы сумма ея разетоян!й отъ этихъ пря- 
мыхъ была наименьшая. 

374. Превратить данный тр-къ въ другой равновелик1й тр-къ ст 
даннымъ основан!емъ и съ даннымъ угломъ при вершинЪ. 

375. Въ данной окружности провести двЪ хорды данной длины 
такъ, чтобы онЪ пересЪкались подъ даннымъ угломъ и одна ИЗЪ НИХЪ 
проходила черезъ данную точку. 

2°. Методьъ подобтя. 


376. Построить тр-къ по углу при вершинЪ, высот и отношен!ю 
отрфзковъ, на которые основан1е длится высотою. 

377. Вписать квадратъ: 1, въ данный тр-къ; 2, въ данный секторъ; 
3, въ данный сегментъ. 

378. Черезь данную точку провести прямую такимЪъ образомъ, 
чтобы три данныя прямыя, исходяцйя изъ одной точки, отсзкали отъ 
искомой прямой отр$зки, находяцИеся въ данномъ отношенйи. 

379. Черезъь данную точку А окружности провести хорду АР, 
которая пересЪкалась бы съ данною хордою ВС въ такой точкЪ ЕЁ, 
чтобы прямыя РЕ и ШОС находились въ данномъ отношенйи. 

380. Провести внутри тр-ка прямую, параллельную основан!ю, 
`такъ, чтобы эта прямая была средней пропори!ональной между от- 
рЪзками одной боковой стороны. 

381. Построить равнобедренный тр-къ, зная его боковую сторону 
и сумму высоты съ основан1емъ. 

382. На данной прямой найти такую точку, чтобы ея разстоян1я 
отъ данной точки и другой данной прямой находились въ данномъ 
отношени. 

3°. Методъ параллельнаго перенесен 1 я. 


383. Между двумя данными окружностями провести прямую дан- 
ной длины 4 параллельно данной прямой М\№. 

(Указан!е: надо одинъ кругъ приблизить къ другому, перенеся 
его параллельно прямой ММ на разстоян1е а). 
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384. В кругЪ даны двЪ хорды АВи СО. Найти на окружности 
такую точку 2, чтобы прямыя хАи тВ отсЪкали отъ хорды СРО отр3З- 
зокъ, равный данной длинЪ (методъ парал. перенесен1я и геом. мЪетъ). 

385. Въ данномъ тр-кЪ АВС найти так1ля точки: д на сторонф АВ 
и у на оторонЪ ВС, чтобы прямая ху была данной длины и, кромЪ 
того, отношен1е Ах: Су было бы данное (парал. перенесенйе и методъ 
подоб1я). 

386. Построить трапец1ю по одному ея углу, двумъ дагоналямъ 
и средней лищи. 

387. Построить четыреугольникъ по тремъ сторонамъ а, в, си 
двумъ угламъ а и В, прилежацимъ къ неизвфстной сторонЪ. | 

388. Къ двумъ даннымъ кругамъ провести обцгую сзкуцгую, парал- 
лельную данной прямой, такъ, чтобы сумма или разность хорлдъ, 
опредзляемыхъ точками пересЪчен!й, была равна данной длинЪ. 

389. Съ корабля видны два маяка, положен1е которыхъ на карт 
извЪстны, подъ даннымъ угломъ. Когда корабль, прошелъ извЪетную 
длину въ данномъ направлен!и, тТЪ же самые маяки видны подъ дру- 
гимъ даннымъ угломъ. ОпредЪлить на картЪ мЪсто корабля (геом. 
мЪето и параллельное перенесен!е). 


4°. Методъ вращшен1я вокругъ точки. 


390. Построить тр-къ, подобный данному тр-ку, такъ, чтобы одна 
эго вершина лежала въ данной точкЪ А, а двЪ друйя вершины на- 
ходились бы на данныхъ окружностяхъ О и О, (одна на О, другая на 01). 

391. Данъ кругь и внф его двЪ точки Аи В; провести къ кругу 
касательную такъ, чтобы разстоян1я точки А до этой касательной и 
до перпендикуляра, опушеннаго изъ В на касательную, были въ да- 
номъ отношенйи. 

(Ук:з н2: надо повернуть вокругъ точки А на 90° прямоугольный 
тр-К ›, У котораго гипотенуза есть АВ, а одинъ катетъ-—-разстоян!е 
точки А до перпендикуляра, опушеннаго на касательную изъ точки В. 
Эту же задачу можно рЪшить при помоши одновременнаго пользо- 
ван1я методомъ подоб1я и методомъ геометр. мЪетъ). 

392. Построить тр-къ, котораго стороны были бы пропор\1ональны 
числамъ 3, 4 и 65, и котораго вершины лежали бы на трехъ данныхъ 
параллельныхъ прямыфъ. 


5°. Методъ врашен1я вокругъ прямой. 


393. Построить по четыремъ сторонамъ четыреугольникьъ АВСО, 
зная, что его д1агональ АС дЪлитъ уголъ А пополамъ. 

894. Конечная прямая АВ пересЪчена въ точкв С прямой ММ; 
найти на ММ такую точку, изъ которой отрЪзки АС и ВС видны подъ 
равными углами (эту задачу можно также рЪшить методомъ геометр. 
мЪетъ). 

395. Построить квадратъ, двЪ противоположныя вершины кото- 
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раго находились бы на двухъ данныхъ окружносвтяхъ, а двЪ друшя 
на данной прямой, расположенной между окружностями, 

396. На прямоугольномъ бильярдЪ дано положен1е двухъ ша- 
ровъ Аи В. Въ какомъ направлен!и надо толкнуть шаръ А, чтобы 
онъ, отразившись послБдовательно отъ веЪхъ четырехъ бортовъ, 
уУдарилъ зат$мъ шаръ В? 

397. Данъ уголъ и внутри его точка. Построить тр-къ наименьшаго 
периметра такой, чтобы одна его вершина лежала въ данной точкЪз, 
а двЪ друг1я на сторонахъ угла. 

398. РЬшить методомъ симметр!и задачу, которая выше (стр. 384) 
была р$шена методомъ подоб!я: въ данный уголъ вписать окружность, 
которая проходила бы черезъ точку, данную внутри угла. 


86°. Методъ обратности. 


399. Въ данный секторъ вписать тр-къ, равный данному тр-ку. 

400. Построить тр-къ, равный данному тр-ку, такъ, чтобы его вер- 
шины лежали на трехъ данныхъ прямыхъ, исходяшихъ изъ одной 
точки, 

401. Построить тр-къ, подобный данному тр-ку, такъ, чтобы его 
вершины лежали на трехъ данныхъ кониентрическихъ окружностяхъ. 

402. Въ данный тр-къ вписать тр-къ, подобный другому данному 
тр-ку, такъ, чтобы одна изъ его вершинъ лежала въ точкЪ, данной 
на основанйи. 
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Глава \М. Относительное положен!е окружностей, 103. 
Упражнен1{я, 197. 

Глава \У!. ИзмЪ5рен!е величинъ. 159. 

Глава УП. Измърен!е угловъ помощью дугъ, 121. 

Глава УИ. Вписанные и описанные многоугольники, 133. 

Глава 1Х. Четыре замфчательныя точки ВЪ треугольникЪ, 139. 
Упражнен1я, 149. 


—————— 


КНИГА И!. ПОДОБНЫЯ ФИГУРЫ. 


Глава |. Подобе треугольниковъ, 133. 

Глава !!. Подобе многоугольниковъ, 151. 

Глава 11. Фигуры, подобно расположенныя, 155. 

Глава 1\. НЪкоторыя теоремы о пропорщеональныхь линяхъ, 160. 

Глава М. Числовыя зависимости между элементами треугольника и н$кото- 

рыхъ другихъ фигуръ, 169. 

Глава \!. Поняте-о приложени алгебры къ геометрии, 183. 
Упражнен1{я, 193. 

Глава УИ. Правильные многоугольники, 195. 
Упражненфя, 2.8. 


оный 


КНИГА 1\У. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЛИНЫ ОКРУЖНОСТИ И ЕЯ ЧАСТЕЙ. 


Глава |. Основныя свойства предЪловъ, 29. 
Глава И. Вычиелен!е длины окружности, 215. 
Упражнентя, 223. 


КНИГА \. ИЗМБРЕНЕ ПЛОЩАДЕЙ. 


Глава |. Площади многоугольниковъ, 270. 

Глава !!. Теорема Пивагора и основанныя На ней задачи, 247. 

Глава И!. Отношен!е площадей подобныхъ фигуръ, 250: 

Глава |\. Площадь круга и его частей, 254. 

Глава \. Соотношен!е между сторонами треугольника и радгусами вписаннаго 
и описаннаго круговъ, 261. 


Цобавлен1е. 
Построение корней квадратнаго уравнен!я, 262. 
Упражнентя, 263. 
Числовыя задачи на разные отдфлы плани* 


метрти, 268. 
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СТЕРЕОМЕТРИЯ. 
КНИГА 1. ПРЯМЫЯ И ПЛОСНОСТИ. 


Глава |. Опредфлен!е положен!я плоскости, 271. 

Глава |. Перпендикуляръ и наклонныя къ плоскости, 275. 

Глава И!. Параллельныя прямыя и плоскости. Параллельныя пря- 
мыя, 283.—Прямыя, параллельныя плоскости, 286._Параллельныя 
плоскости, 288. 

Глава 1\. Двугранные углы, 292.—Перпендикулярныя плоскости, 295.— 
Уголъ двухъ скрешивающихся прямыхъ, 238.._Уголъ, образуемый 
прямой съ плоскостью, 238. | 

Глава \. Многогранные углы, 300.—Равенство трегранныхъ угловъ, 303. 


КНИГА !. МНОГОГРАННИКИ. 


Глава |. Свойства параллелепипеда и пирамиды.Опредзлен1я, 307. — Ра- 
венство призмъ и пирамидъ, 311.—Свойства граней и д1агоналей парал- 
лелепипеда, 312.--Свойства параллельныхъ сЪчен!й въ пирамидЪ, 313. 

Глава И. Боковая поверхность призмы и пирамиды, 315. 

Задачи, 317. 

Глава |. Объемъ призмы и пирамиды. Опредълензя, 318. — Объемъ 
прямоугольнаго параллелепипеда, 320._-Объемъ всякаго параллеле- 
пипеда, 325.—Объемъ призмы, 328.—Объемъ пирамиды, 329.—-Объемъ 
усзченной пирамиды и усЪченной призмы, 333. 

Глава !\. Подоб!е многогранниковъ, 337. 

Глава \У. Симметричныя фигуры, 341. 

Глава \1. Понят! о правильныхъ многогранникахъ, 345. 

Задачи, 347. 


КНИГА 11. КРУГЛЫЯ ТЪЛА. 


Глава |. Цилиндръ и конусъ. ОпредЪлен1я, 349.—ПТоверхность цилиндра 
и конуса, 352.—Объемъ цилиндра и конуса, 357.—Подобные цилиндры 
и конусы, 381. 

Глава И. Шаръ. Съчен!е шара плоскостью, 362.—Свойства большихъ 
круговъ, 364.—-Плоскость, касательная къ шару, 366. —Поверхность 
шара и его частей, 367.—Объемъ шара и его частей, 372. 

Задачи, 379. 

Прйложен!е. Главнфииие методы рЪшен1я  геометрическихъ ва- 
дачъ на построен1е, 381. ПримЪры задачъ, ршаемыхъ этими мето- 
дами, 387. 


